
Hida familyと Iwasawa main conjecture

千田 雅隆

これはChris. Skinner氏の中国での講演を青木美穂, 山上敦士両氏が非常に丁寧に記録されたノー
トを下に千田が勝手に編集して単に日本語訳しただけのノートです. ∗

1 Introduction

pを素数とし Λ = Zp[[T ]]とおく. 埋め込みQ ↪→ Qp, Q ↪→ Cを固定する. modular formの p-adic

familyとは大雑把に言って,

F =

∞∑
n=0

Anq
n, An ∈ Λ

という形式的冪級数で, ほとんど全ての整数 k ≥ 2に対し

F((1 + p)k−1 − 1) =
∞∑
n=0

An((1 + p)k−1 − 1)qn

がweight kのmodular formの q-展開になっているようなもののことをいう. 正確な定義はあとで述
べる (Section 2.5).

注 1.1 k ≡ k′ mod (p− 1)prならば

F((1 + p)k−1 − 1) ≡ F((1 + p)k
′−1 − 1) mod pr+1

が自動的に成り立つ.

1.1 p-adic family of Eisenstein series

ω : Z×
p → (Z/pZ)× ⊂ Z×

p を Teichmüller指標とし, [x] = x · ω(x)−1とおく. いま p - r ∈ Zに対し
て ar ∈ Zpを [r] = (1 + p)ar によって定める. ωi(−1) = (−1)k のとき, つまり i ≡ k mod 2のとき,

Ek(ω
i)を weight k, character ωiの Eisenstein seriesとする. このとき L-関数は

L(Ek(ω
i), s) = ζ(s)L(p)(s− k + 1, ωi)

となる. ここで L(p)は pでの Euler factorを除いた L-関数をあらわす. Eisenstein series Ek(ω
i)は

Ek(ω
i) =

L(p)(1− k, ωi)
2

+

∞∑
n=1

 ∑
d|n,(d,p)=1

ωi(d)dk−1

 qn ∈Mk(p, ω
i)

∗Skinner氏の講義ノートを快く見せていただきました青木, 山上両氏に感謝いたします.
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によって定義される. いま,

A(i)
n (T ) :=

∑
d|n,(d,p)=1

ωi(d)(1 + T )ad

とおけば

A(i)
n ((1 + p)k−1 − 1) =

∑
d|n,(d,p)=1

ωi(d)((1 + p)k−1)ad =
∑

d|n,(d,p)=1

ωi+1−k(d)dk−1

となり, これはEk(ω
i+1−k)の n番目の Fourier係数に等しい.

定理 1.2 (Kubota-Leopoldt, Iwasawa) ある gωi ∈ Λが存在して,

Lp(s, ω
i+1) =

gωi+1((1 + p)s − 1) if i ̸≡ −1 mod p− 1,
gωi+1 ((1+p)

s−1)

(1+p)s−1 if i ≡ −1 mod p− 1

が成り立つ. ここで Lp(s, ω
i+1)はKubota-Leopoldtの p-進 L-関数.

いま Lp(s, ω
i+1)は interpolation propertyにより

Lp(1− n, ωi+1) = L(p)(1− n, ωi+1−n)

が成り立つ. よって,

A
(i)
0 =

1

2
gωi+1((1 + p)(1 + T )− 1) ∈ Λ

とおくと, i ̸≡ −1 mod (p− 1)なら

A
(i)
0 ((1 + p)k−1 − 1) = 2 · L(p)(1− k, ωi+1−k)

である. ここで

E(i)(T ) =
∞∑
n=0

A(i)
n (T )qn ( if i ̸≡ −1 mod (p− 1))

E(i)(T ) = A
(i)
0 +

∞∑
n=1

((1 + p)(1 + T )− 1)A(i)
n (T )qn ( if i ≡ −1 mod (p− 1))

とおけば,

E(i)((1 + p)k−1 − 1) = Ek(ω
i+1−k) ( if i ̸≡ −1 mod (p− 1))

E(i)((1 + p)k−1 − 1) = ((1 + p)k − 1)Ek(ω
i+1−k) ( if i ≡ −1 mod (p− 1))

となるので, これらはmodular formの p-adic familyとなることがわかる.

1.2 岩澤理論との関係

Q∞ = Q(µp∞)とおくとき同型

Gal(Q∞/Q) ∼= Zp× ∼= (Z/pZ)× × (1 + pZp) = ∆× Γ

が存在する. L∞/Q∞をmaximal abelian unramified pro-p extensionとするとき, X∞ = Gal(L∞/

Q∞)は Zp[[∆× Γ]]-moduleであり, X∞ = ⊕p−1
i=1X

(i)
∞ と Zp[[Γ]]-moduleとしての分解ができる. ただ

し, ∆はX
(i)
∞ に ωiによって作用しているものとする.
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定理 1.3 (Iwasawa) iが oddのときX
(i)
∞ は有限位数の submoduleを持たない有限生成 torsion Λ-

module.

さらにMazur-Wilesによって次が証明されている.

定理 1.4 (Iwasawa Main Conjecture, Mazur-Wiles) fi(T )をX
(−i)
∞ のcharacteristic power se-

riesとするとき

fi(T )Λ = gωi+1((1 + p)(1 + T )−1 − 1)Λ = 2A
(i)
0 ((1 + T )−1 − 1)Λ

が成り立つ.

この定理の証明をHida familyを使って与えるのがこの noteでの目標となる.

注 1.5 Iwasawa Main Conjectureは Kolyvaginによる Euler systemの ideaを用いて Rubinが純代
数的に証明を与えている.

2 Modular formとΛ-form

2.1 Modular formとHecke operator

k ≥ 1, N ≥ 1, χをmod N のDirichlet characterとする. Mk(N,χ)をweight k, level N , character

χを持つmodular formの空間, Sk(N,χ)を weight k, level N , character χを持つ cusp formの空間
とする. いま, Cの subring Rに対して

Mk(N,χ,R) := {f =
∞∑
n=0

an(f)q
n ∈Mk(N,χ) | an(f) ∈ R for any n ≥ 1}

M ′
k(N,χ,R) := {f =

∞∑
n=0

an(f)q
n ∈Mk(N,χ) | an(f) ∈ R for any n ≥ 0}

Sk(N,χ,R) := {f =
∞∑
n=1

an(f)q
n ∈ Sk(N,χ) | an(f) ∈ R for any n ≥ 1}

とおく. 明らかに Sk(N,χ,R) ⊂M ′
k(N,χ,R) ⊂Mk(N,χ,R)が成り立っている. Γ = Γ0(N)とおく.

∆N :=
{( a b

c d

)
∈M2(Z)

∣∣∣ ad− bc > 0, N |c, (a, c) = 1
}

とし, g ∈ ∆N とすれば ΓgΓはMk(N,χ), Sk(N,χ)に作用する. これを f |ΓgΓと書くことにする.

また,

T (m) = Γ

(
1 0

0 m

)
Γ, S(m) = Γ

(
m 0

0 m

)
Γ

とおくことにする. 素数 ℓに対しては

T (ℓ) =



ℓ−1∪
a=0

Γ

 1 a

0 ℓ

⨿Γ

 ℓ 0

0 1

 if ℓ - N

ℓ−1∪
a=0

Γ

 1 a

0 ℓ

 if ℓ | N
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であり

S(ℓ) = Γ

(
ℓ 0

0 ℓ

)
if ℓ - N

であるから,

f |T (ℓ) =


∑∞

n=0 anℓ(f)q
n + χ(ℓ)ℓk−1

∑∞
n=0 q

nℓ if ℓ - N∑∞
n=0 anℓ(f)q

n if ℓ | N

及び
f |S(ℓ) = χ(ℓ)ℓk−2f

となる.

注 2.1 1. T (m), S(m)の作用は T (ℓ), S(ℓ)の多項式で書ける.

2. a1(f |T (m)) = am(f)が成り立つ.

3. k ≥ 2でRが χの値を全て含んでいるのなら T (m), S(m)の作用はMk(N,χ,R)の中で stable

である.

4.

Hk(N,χ,R) := ⟨T (m), S(m)|m ≥ 1⟩R ⊆ End(Mk(N,χ,R))

Tk(N,χ,R) := ⟨T (m), S(m)|m ≥ 1⟩R ⊆ End(Sk(N,χ,R))

とおくとき, 自然な全射Hk(N,χ,R) � Tk(N,χ,R)がある.

2.2 Modular formと cohomology

Aを Z-algebraとし, n ≥ 1に対し Ln(A) ⊆ A[X,Y ]を n次のA係数斉次多項式全体とする. いま

g =

(
a b

c d

)
∈M2(Z), P (X,Y ) ∈ Ln(A)に対して

(gP )(X,Y ) := P ((X,Y )

(
d −c
−b a

)
) = P (dX − bY,−cX + aY ) = P ((X,Y )tgι)

とおく. ただし, gι =

(
d −b
−c a

)
とおいた. いま A は Z[χ]-algebra と仮定する. Ln(A,χ) =

Ln(A)⊗ χとおき, P ∈ Ln(A), g =

(
a b

c d

)
∈ ∆N に対して g ∗ P = χ(a)gP とおく. g ∈ ∆N に対

しΓgΓ = ∪iΓgi, gi ∈ ∆N とし, [c] ∈ H1(Γ, Ln(A,χ))に対して, (c|ΓgΓ)(γ) :=
∑

i g
ι
i ∗ c(γi)と定める.

ただし giγ = γigj とおいた. j は iに依存して決まる数である. このとき [c|ΓgΓ]はH1(Γ, Ln(A,χ))

の中で well-definedな元になる.

定理 2.2 (Eichler-Shimura) f ∈Mk(N,χ), h ∈ Sk(N,χ), P ∈ Hに対して

cf =

[
γ 7→

∫ γP

P
f(z)(X − zY )k−2 dz

]
,

ch =

[
γ 7→

∫ γP

P
h(z)(X − zY )k−2 dz

]
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とおくとき, (f, g) 7→ cf + ch はHecke equivariantな同型

Mk(N,χ)⊕ Sk(N,χ) ∼= H1(Γ, Lk−2(C, χ)) = H1(Γ\H, ˜Lk−2(C, χ))

を与える. ここで ˜Lk−2(C, χ)は Lk−2(C, χ)から定まるmodular curve Γ\H上の sheaf.

この定理より次のことが分かる.

1. Z[χ]-algebra R ⊆ R′ ⊆ Cに対してMk(N,χ,R), M
′
k(N,χ,R), Sk(N,χ,R)及び Hk(N,χ,R),

Tk(N,χ,R)は有限生成R-moduleであり,

Mk(N,χ,R
′) =Mk(N,χ,R)⊗R′

Sk(N,χ,R
′) = Sk(N,χ,R)⊗R′

が成り立つ.

2.

M ′
k(N,χ,R)×Hk(N,χ,R) ∋ (f, T ) 7→ a1(f |T ) ∈ R

及び
Sk(N,χ,R)× Tk(N,χ,R) ∋ (f, T ) 7→ a1(f |T ) ∈ R

は perfect pairing.

2.3 Ordinary idempotent

pを odd prime, N = prN0 (p - N0, r ≥ 1)とし, χ = χt · ψ を cond(χt)|pN0, cond(ψ)|pr となるよ
うに分解する. (つまり tame partとwild partに分解する) また, OをQpの有限次拡大体の整数環で
Zp[χ]を含むと仮定する. このときMk(N,χ,O)は有限生成 free O-moduleであり, T (p)-stableとな
る. このことから T (p) :Mk(N,χ,O)→Mk(N,χ,O)は行列表示を使って

T (p) ∼


α1 *

α2

. . .

0 αn


と書くことができる. いまHidaの idempotentを

ek := lim
n→∞

T (p)n! ∼



1 0
. . .

1

0
. . .

0 0


∈ Hk(N,χ,O)

と定める. このとき ek
2 = ek である. Eichler-Shimuraの同型を用いてH1(Γ, Lk−2(O,χ))上の作用

素としても limn→∞ T (p)n!が定義できるので, これも e = ekと書くことにする.
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2.4 Ordinary form

R ⊆ CをO-algebraとし,

Mord
k (N,χ,R) := ekM

′
k(N,χ,R) ⊆M ′

k(N,χ,R),

Sord
k (N,χ,R) := ekSk(N,χ,R) ⊆ Sk(N,χ,R)

と定める. f ∈Mord
k (N,χ,R)なら ekf = f である. ordinaryの名前の由来は, f =

∑∞
n=1 an(f)q

nが
level N の normalized eigenformのとき

ekf = f ⇐⇒ ap(f)が p-adic unit

となっているからである.

命題 2.3 rankRM
ord
k (Npα, χ,R)は k = 2, χ, α = 1 に依らず bounded.

証明の sketch

rankR ekM
ord
k (Npα, χ,R) ≤ dimFpekH

1(Γ1(Np),Fp)

を示す. 明らかに右辺は k, χに依らない. R = O = Zp[χ]のときに言えば十分. πをOの素元とする.

FをOの剰余体とし Γ = Γ1(Np
α)とおく. まず Γ-moduleの完全列

0→ Lk−2(O)
π→ Lk−2(O)→ Lk−2(F)

より cohomologyの完全列

H1(Γ, Lk−2(O))
π→ H1(Γ, Lk−2(O))→ H1(Γ,F)

が得られるのでH1(Γ, Lk−2(O))⊗OF ↪→ H1(Γ,F) となる. ゆえに ekH
1(Γ, Lk−2(F))が k, αに依ら

ずに有界であることを示せば良い. ここで

i : Lk−2(F) ∋ P (X,Y ) 7→ P (1, 0) ∈ F,

とおく. これらの写像は群 cohomologyの間の写像

i∗ : H
1(Γ, Lk−2(F))→ H1(Γ,F),

を定める. いま i∗が eH1(Γ, Lk−2(F))と eH1(Γ,F) の間の同型を与えることを示す.

Γ-moduleの完全列
0→ Ker(i)→ Lk−2(F )→ F→ 0

により cohomologyの完全列

H1(Γ,Ker(i))→ H1(Γ, Lk−2(F))→ H1(Γ,F)→ H2(Γ,Ker(i))

が得られる.

α =

(
1 0

0 p

)
とおくときαιはKer(i)を保つのでT (p)は自然にHq(Γ,Ker(i))に作用する. 一方Ker(i)はXk−2−jY j

(j > 0)で生成されるので αιはKer(i)に nilpotentに作用する. このことと T (p)の定義により T (p)

はHq(Γ,Ker(i)) (q > 0)は nilpotentに作用することが分かる. ゆえに ekH
q(Γ,Ker(i)) = 0 (q > 0).

よって eH1(Γ, Lk−2(F)) ∼= H1(Γ,F)となる. 最後に適当な T (p)の冪を取ることで eH1(Γ,F)の元は
restriction map H1(Γ,F)→ H1(Γ1(Np),F)の imageに含まれることがわかるのでHidaの projector

の定義より

dimFeH
1(Γ, Lk−2(F)) ≤ dimFeH

1(Γ1(Np),F) = dimFpeH
1(Γ1(Np),Fp)

が得られる. �
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2.5 Λ-adic form

Oを Qp の有限次拡大体の整数環とし, Λ = Zp[[T ]], ΛO = O[[T ]]とおく. φk : ΛO → Oを T に
(1 + p)k−1 − 1を代入する写像とする. N ≥ 1とし p - N と仮定する. また,

χ : (Z/NprZ)× → Q×

をDirichlet characterとする.

定義 2.4 (Λ-adic form) 形式的冪級数

F =
∞∑
n=0

Anq
n, An ∈ ΛO

が有限個を除く全ての k ∈ Z>0に対して

φk(F) :=
∞∑
n=0

φk(An)q
n ∈Mk(Np

max{r,1}, χω1−k, O)

を満たすとき F は level N , character χの Λ-adic formという. さらに有限個を除く全ての k ∈ Z>0

に対して

φk(F) :=
∞∑
n=0

φk(An)q
n ∈ Sk(Npmax{r,1}, χω1−k, O)

を満たすとき F は level N , character χの Λ-adic cusp formという.

例 2.5 奇数 iに対して E(i)は level 1, character ωiの Λ-adic form.

2.6 Λ-adic formの variant

1. k ≥ 1, ζ を 1の ps乗根とする. このとき, (k, ζ)という pairに対し,

ψζ : (Z/ps+1Z)× → Z×
p

を order psで ψζ(1 + p) = ζ となる characterとするとき, φk,ζ を

φk,ζ : Λ ∋ 1 + T → ζ(1 + p)k−1 ∈ O[ζ]

によって定める. このとき, 有限個を除く全ての k ≥ 1と ζ に対して

ψk,ζ(F) ∈Mk(Np
max{r,1}, χψζω

1−k, O[ζ])

を満たすようなものを考えるという variantがある.

2. Rを Λの integral extensionとなっているような local completeな domainとする. k ≥ 1に
対し

Xk =
{
φ̃k : R→ Qp, finite ; φ̃k|Λ = φk

}
,

または (k, ζ)という pairに対して,

Xk,ζ =
{
φ̃k,ζ : R→ Qp, finite ; φ̃k,ζ |Λ = φk,ζ

}
,
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とおく. このとき

F =
∞∑
n=0

Anq
n, An ∈ R

が有限個を除く全ての k ≥ 1に対して

φ(F) ∈Mk(Np
max{r,1}, χω1−k, φ(R)), for any φ ∈ Xk

を満たすとき, F は level N , character χのR-adic formという. 同様に

F =

∞∑
n=0

Anq
n, An ∈ R

が有限個を除く全ての k ≥ 1に対して

ψ(F) ∈ Sk(Npmax{r,1}, χω1−k, φ(R)), for any φ ∈ Xk

を満たすとき, F は level N , character χの R-adic cusp formという. いま level N , character

χの R-adic formのなす空間をM(N,χ,R)と書き, level N , character χの R-adic cusp form

のなす空間を S(N,χ,R)と書くことにする. さらに

Mord(N,χ,R) :=

{
F ∈M(N,χ,R)

∣∣∣∣ φ(F) ∈Mord
k (Npmax{r,1}, χω1−k, φ(R))

(∀φ ∈ Xk)が十分大きな kに対して成り立つ

}
,

Sord(N,χ,R) :=
{
F ∈ S(N,χ,R)

∣∣∣∣ φ(F) ∈ Sord
k (Npmax{r,1}, χω1−k, φ(R))

(∀φ ∈ Xk)が十分大きな kに対して成り立つ

}
とおく.

注 2.6 1. pφ = kerφとおくと pφはRの prime idealでR = ΛOのとき

φ(M(N,χ,R)) ∼=M(N,χ,R)/pφk

が成り立つ. ここで pφk = (1 + T − (1 + p)k−1)とおいた.

2. 任意の φ ∈ Xkに対して

Mk(Np
max{r,1}, χω1−k, φ(R)) ⊆ φ(M(N,χ,R))

が成り立つ. いま f ∈Mk(Np
max{r,1}, χω1−k, φ(R))に対して,

G = f · E(−1)((1 + p)−k(1 + T )− 1)

とおく. このとき

φk(G) = G((1 + p)k−1 − 1) = f · E(−1)((1 + p)−1 − 1) = u · f, u ∈ Z×
p

となる. また k′ > kのときは

φk′(G) = G((1 + p)k
′−1 − 1) = f · E(−1)((1 + p)k

′−k−1 − 1)

であり, E(−1)((1 + p)k
′−k−1 − 1) ∈Mk(Np, ω

k′−k,Zp)なので φk′(G) ∈Mk(Np, χω
1−k′ , φ(R))

となる. このことからM(N,χ,R) は有限生成 R-moduleにはならないことがわかる. しかし
前に述べたことからMord

k は kが大きくなっても rankは有界であったからMord(N,χ,R)は有
限生成R-moduleとなる.
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2.7 T (m), S(m)の action

ℓ ̸= p, ℓ - N , R ⊃ Λ = Zp[[T ]]とし,

F =
∞∑
n=0

Anq
n ∈M(N,χ,R)

とする. このとき,

F|T (ℓ) =
∞∑
n=0

Anℓq
n + χ(ℓ)(1 + T )aℓ

∞∑
n=0

Anq
nℓ,

F|S(ℓ) = χ(ℓ)ℓ−1(1 + T )aℓF ,

F|T (p) =
∞∑
n=0

Anpq
n

と定める. (ω(ℓ)(1 + p)aℓ = ℓであった) このとき φ(F) (φ ∈ Xk)がmodular formならば

φ(F|T (ℓ)) = φ(F)|T (ℓ)

が成り立つ. 一般に T (m), S(m)の作用は φ(F)がmodular formのとき φ(F|T (m)) = φ(F)|T (m),

φ(F|S(m)) = φ(F)|S(m) を満たす.

2.8 Ordinary R-adic form

命題 2.7 1. Mord(N,χ,R), Sord(N,χ,R)は有限生成 torsion free R-module.

2. Mord(N,χ,ΛO), Sord(N,χ,ΛO) は finite rankの free ΛO-module.

証明
簡単のため χ は tame character とする. {F1, . . .Fr} ⊆ Mord(N,χ,R) を R-線型独立な集合とし
n1, . . . , nrを∆ = det(Ani(F)j))1≤i,j≤r ̸= 0となるようにとる. このとき, ある k, φ ∈ Xkがあって

φ(Fj) ∈Mord
k (Np, χω1−k, φ(R)), φ(∆) ̸= 0

となる. ゆえに φ(F1), . . . , φ(Fr)はMord
k (Np, χω1−k, φ(R))の中で φ(R)-線型独立である. よって

Proposition 2.3より

r ≤ rankφ(R)M
ord
k (Np, χω1−k, φ(R)) ≤ (kに依らない定数)

となる. いま r を maximal にとり, FR を R の fraction field とする. このとき {F1, . . .Fr} は
Mord(N,χ,R)⊗RFRの basisとなる. よって, いま任意の F ∈Mord(N,χ,R)は

F = c1F1 + · · ·+ crFr

と書けるので An1(F)
...

Anr(F)

 = (Ani(Fj))1≤i,j≤r

c1...
cr
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となる. ゆえに∆cj ∈ Rがわかる. よって∆F ∈
∑r

i=1RFi. 以上より

Mord(N,χ,R)
×∆∼= ∆Mord(N,χ,R) ⊆

r∑
i=1

RFi

なのでMord(N,χ,R)は有限生成R-moduleであることがわかる. Sord(N,χ,R) ⊆Mord(N,χ,R) な
ので Sord(N,χ,R)も有限生成R-module. これで最初の主張は証明された.

さて,Mord(N,χ,ΛO)は有限生成ΛO-moduleなので,あるkが存在して任意のF ∈Mord(N,χ,ΛO)

と任意の φ ∈ Xkに対して
φ(F) ∈Mord

k (N,χ,O)

である. また,

Mord(N,χ,ΛO)/((1 + T )− (1 + p)k−1)Mord(N,χ,ΛO) ∼= φ(Mord(N,χ,ΛO)) ⊆Mord
k (N,χ,O)

であった. いま f1, . . . , fsを φ(Mord(N,χ,ΛO))のO-basis としF1, . . . ,Fsを φ(Fi) = fiとなるよう
にとる. このときM :=

⊕
ΛOFi ⊆ Mord :=Mord(N,χ,ΛO)及び t = (1 + T ) − (1 + p)k−1とおく

と以下の可換図式が成り立つ.

0 0y y
0 −−−−→ M i−−−−→ Mord −−−−→ coker i −−−−→ 0y×t

y×t
y×t

0 −−−−→ M i−−−−→ Mord −−−−→ coker i −−−−→ 0y y y
M/tM

∼=−−−−→ Mord/tMord −−−−→ coker i/t coker i −−−−→ 0∥∥∥
0

中山の補題より coker i = 0であるから二つ目の主張も得られる. �

注 2.8 1. 実は一般にMord(N,χ,R)は free R-moduleであることが知られている.

2. Mord
k (N,χω1−k, O) ̸= 0ならばMord(N,χ,R) ̸= 0となる.

3. f ∈Mord
k (N,χω1−k, O)ならば φk(F) = f となる F ∈Mord(N,χ,R) が存在する.

2.9 Ordinary idempotent(or projector)

命題 2.9 あるR-linear map

e :M(N,χ,R)→Mord(N,χ,R)

が存在して次を満たす.

1. e2 = e.

2. eはMord(N,χ,R)上は identity.
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3. φ(F) ∈Mk(N,χω
1−k, O)となる任意の φ ∈ Xkに対して φ(eF) = e(φ(F))が成り立つ.

4. eは T (m)と commuteする. つまり e(F|T (m)) = (e(φ(F)))|T (m)が成り立つ.

証明の outline

M =M(N,χ,R)とおく.

Φ :M→
∏
k≥1

∏
φ∈Xk

φ(R)[[q]]

を Φ(F) = (φ(F))φで定める. いま n > 0に対して

Xn :=
∏
k<n

∏
φ∈Xk

φ(R)[[q]]×
∏
k≥n

∏
φ∈Xk

Mk(N,χω
1−k, φ(R)),

Mn := Φ−1(Xn) = {F ∈ M|φ(F) ∈Mk(N,χω
1−k, φ(R)), ∀φ ∈ Xk, k ≥ n}

とおく. このときM = ∪nMnが成り立つ. m ≥ nに対して

Mn,m :=Mn/(
∩

n≤k≤m,φ∈Xk

Ker(φ)) ↪→
∏

n≤k≤m
Mk(N,χω

1−k, φ(R))

であり,Mn = lim←−Mn,mなので上の埋め込みを使って議論を通常のmoudular formの空間の場合に
帰着できる.�

系 2.10 ある k0 ≥ 1が存在して, 任意の k ≥ k0, 任意の φ ∈ Xkに対して

φ(Mord(N,χ,R)) =Mord
k (N,χω1−k, φ(R))

φ(Sord(N,χ,R)) = Sord
k (N,χω1−k, φ(R))

が成り立つ.

注 2.11 実は k0 = 2と取れることが知られている (Wiles).

2.10 Ordinary Hecke algebra over R

Classicalなmodular formの空間のときと同様に

Hord(N,χ,R) := ⟨T (ℓ), T (p), S(ℓ)|ℓ - pN⟩R ⊆ End(Mord(N,χ,R))

Tord(N,χ,R) := ⟨T (ℓ), T (p), S(ℓ)|ℓ - pN⟩R ⊆ End(Sord(N,χ,R))

とおく. このとき通常のmodular formの空間の場合の結果を使って

Sord(N,χ,R)× Tord(N,χ,R) ∋ (F , T ) 7→ A1(F|T ) ∈ R

は perfect pairingとなることがわかる.
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2.11 R-adic eigenform

F ∈ M(N,χ,R)とする. 任意の T (m)に対して Cm ∈ Rがあって F|T (m) = CmF を満たすとき
F をR-adic eigenformという. このとき任意の eigenform f ∈Mk(N,χω

1−k, R)に対して φ(F) = f ,

φ ∈ XkとなるようなR-adic eigenform F が存在するかどうかというのは自然な疑問である. これに
対しては次が知られている.

定理 2.12 (Hida) kを 2以上の整数とする.

1. 任意の eigenform f ∈Mk(N,χω
1−k, R)に対して, あるR-adic eigenform F , φ ∈ Xk, non-zero

constant cが存在して φ(F) = c · f となる.

2. Hord(N,χ,R)がGorenstein環なら任意の eigenform f ∈ Mk(N,χω
1−k, R)に対して, ある R-

adic eigenform F , φ ∈ Xkが存在してφ(F) = f となる. 同様にTord(N,χ,R)がGorenstein環
なら任意の eigenform f ∈ Sk(N,χω1−k, R)に対して, ある R-adic eigenform F , φ ∈ Xk が存
在して φ(F) = f となる.

証明についてはHida [1]を参照のこと.

3 R-modular formとSelmer group

3.1 Modular formに付随するGalois表現

f ∈ Sk(N,χ,O)を eigenformとし, f |T (m) = cmf , cm ∈ Oとする. このとき a1(f) = 1ならば
cm = am(f)である. いまOは p-進体K/Qpの整数環とする.

定理 3.1 (Eichler, Shimura, Deligne, Serre) 上の仮定の下で,

ρf : GQ = Gal(Q/Q)→ GL2(K)

が存在して, 以下の条件を満たす.

1. ρf は continuousな表現.

2. ℓ - Npとなる任意の素数 ℓで ρf は不分岐. つまり ρf |Iℓ =

(
1 0

0 1

)
. ここで Iℓは ℓでの惰性群.

3. ρf は absolutely irreducible.

4. ℓ - Npとなる任意の素数 ℓに対して traceρf (Frobℓ) = cℓ.

5. ℓ - Npとなる任意の素数 ℓに対して det ρf (Frobℓ) = χ(ℓ)ℓk−1.

6. c ∈ GQを複素共役とすれば ρf (c) =

(
1 0

0 −1

)
.

7. ρf |Dp は de Rham表現. もし p - N なら crystalline表現となる. ここでDpは pでの分解群.

8. (Deligne, Mazur-Wiles) f ∈ Sord
k (N,χ,O), p|N のとき

ρf |Dp ∼

(
ψ1 ∗
0 ψ2

)
, ψ2|Ip = 1, ψ2(Frobp) = cp

となる.
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ρf の構成の idea

いま ψf を
ψf : Tk(N,χ,O) ∋ T 7→ f に対する T の固有値 ∈ O

(特に ψf (T (m)) = cmである) と定義して, pf = Kerψf とおく. このとき

K2 ∼= H1(Γ, Lk−2(K))[pf ] ∼= H1
ét(XΓ,Lk−2)[pf ]

への GQ の actionから ρf が構成できる. ただし, XΓ は Q上の modular curve XΓ の Qへの base

changeをあらわし, Lk−2はGL2の表現 Lk−2から定まる p-adic sheaf.

3.2 Pseudo representation (疑表現)

Aを環とする. 三つの写像の組 ϕ = (a, d, x),

a : GQ → A, d : GQ → A, x : GQ ×GQ → A

が任意の α, β, σ, τ ∈ GQに対して

1. a(στ) = a(σ)a(τ) + x(σ, τ).

2. d(στ) = d(σ)d(τ) + x(τ, σ).

3. x(σ, τ)x(α, β) = x(σ, β)x(α, τ).

4. x(στ, αβ) = a(σ)a(β)x(τ, α) + d(τ)a(β)x(σ, α) + a(σ)d(α)x(τ, β) + d(τ)d(α)x(σ, β).

5. x(σ, id) = x(id, σ) = 0, a(id) = d(id) = 1.

6. x(σ, c) = x(c, σ) = 0, a(c) = 1, d(c) = −1(cは複素共役).

を満たすとき ϕはGQからAへの pseudo representationという.

ρf (σ) =

(
aσ bσ

cσ dσ

)
と書いたとき ϕf = (a, d, x)を a(σ) = aσ, d(σ) = dσ, x(σ, τ) = bσcτ とおく

と ϕf は pseudo representationになる. 逆に, pseudo representationから representationを作るとい
うことをこの後で考える.

3.3 Pseudo representationから representationの構成

ϕ = (a, d, x)を GQ から環 Aへの pseudo representationとする. Aは離散付値環とする. もし
x(σ, τ) = 0なら a, dは characterであり,

ρϕ(σ) =

(
a(σ) 0

0 d(σ)

)
という二次元のGalois表現が構成できる.

次に x(σ, τ) ̸= 0とする. いま (σ0, τ0)を x(σ0, τ0)の付値が最小になるように選ぶ. このとき ϕから
得られる表現を

ρϕ(σ) =

(
a(σ) x(σ, τ0)
x(σ0,σ)
x(σ0,τ0)

d(σ)

)
と定義する. Aが体のときは x(σ0, τ0) ̸= 0となるように (σ0, τ0)を選ぶことにする.

注 3.2 ρf から ϕf , ϕf から ρϕf と構成すると ρf ∼= ρϕf となる.
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3.4 “Patching together” pseudo representation

Rを compactな topological ringとする. i = 1, 2, . . .に対してRの互いに異なる素 idealの無限集
合 {pi}∞i=1を選び, ϕi = (ai, di, xi)とGQからR/piへの pseudo representaionとする. いま次の二つ
を仮定する.

1. ある素数の有限集合Σがあって任意の iに対し ϕiはΣの外で不分岐, つまり任意の ℓ ̸∈ Σに対
して ai(σ) = di(σ) = 1 for ∀σ ∈ Iℓ

xi(σ, τ) = xi(τ, σ) = 0 for ∀σ, τ ∈ Iℓ.

2. 任意の ℓ ̸∈ Σに対して cℓ ∈ Rがあって

ai(Frobℓ) + di(Frobℓ) = cℓ mod pi

を満たす.

命題 3.3 以上の仮定の下で
ϕ mod pi = ϕi, ∀i

を満たすGQからRへの pseudo representation ϕ = (a, d, x)が存在する.

証明 GΣを Σの外不分岐最大拡大体のGalois群とする. σ ∈ GΣに対して素数の列 {ℓj}, {ℓ′j}を

Frobℓj → σ, Frobℓ′j → σc (j →∞)

となるようにとる. ({Frobℓ}ℓはGΣの中で denseなのでとることができる) このとき

a(σ) := lim
j→∞

(cℓj + cℓ′j )

d(σ) := lim
j→∞

(cℓj − cℓ′j )

x(σ, τ) := a(στ)− a(σ)a(τ)

とおけばよい. �

3.5 R-adic formに付随するGalois表現

F ∈ S(N,χ,R)を R-adic eigenformとし F|T (m) = CmF , Cm ∈ Rとする. いま k1, k2, . . .及び
φi ∈ Xki に対し fi = φi(F)は cusp formになっているとする. pi = Kerφiとおき ϕiを fiに付随する
GQから φi(R)への pseudo representationとする. このとき前の sectionの Proposition 3.3よりGQ

からRへの pseudo representation ϕF = (aF , dF , xF )が存在して次を満たす.

1. 任意の ℓ - Npに対して aF (Frobℓ) + dF (Frobℓ) = Cℓが成り立つ.

2. φ(F)がmodular formとなるような φ ∈ Xkについて φ ◦ ϕF = ϕφ(F)が成り立つ.

前にやったように ϕF からGalois表現 ρF が構成できる. このとき

ρF : GQ → GL2(FR)

(FRはRの fraction field)は次を満たす.
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1. ρF は irreducible.

2. 任意の ℓ - Npに対して traceρF (Frobℓ) = Cℓが成り立つ.

3. 任意の ℓ - Npに対して det ρF (Frobℓ) = χ(ℓ)(1 + T )aℓ が成り立つ.

4. c ∈ GQを複素共役とすれば ρF (c) =

(
1 0

0 −1

)
.

Rを integral closedとする. p ⊂ Rを height 1 primeとすると Rp は離散付値環となるので ρF は
GL2(Rp)への表現として実現できる. いま F ∈ Sord(N,χ,R)を R-adic eigenformとすると, その
specializationに対するDeligne, Mazur-Wilesの結果より

ρF |Dp ∼

(
Ψ1 ∗
0 Ψ2

)
∈ GL2(FR), Ψ2|Ip = 1, Ψ2(Frobp) = Cp

と書くことができる.

3.6 Hecke algebraへの pseudo representation (Galois表現の別の構成法)

Tord(N,χ,R) は reduced とする. (例えば N = 1 または cond(χ) = Np ならこれが成り立つ)

このときは ϕF を構成するのに Tord(N,χ,R)への pseudo representationを使うことができる. つ
まり ϕTord(N,χ,R) = (A,D,X) を A(Frobℓ) + D(Frobℓ) = T (ℓ), (∀ℓ - Np) となる ϕTord(N,χ,R) と
Tord(N,χ,R) ∋ T (ℓ) 7→ Cℓ ∈ Rによって同様に ϕF を構成することができる.

3.7 Ribetの定理

R-modular formとそのGalois表現からどのようにして Iwasawa Main Conjectureが得られるのか
を後で説明する. この方法はWilesによる. その前に証明の ideaのもととなったRibetの結果とその
証明を紹介する.

定理 3.4 (Ribet [2], Herbrandの定理の逆) X0 =
⊕

i∈Z/(p−1)Z
X

(i)
0 をQ(µp)の ideal類群の p-part

とする. iは oddとし i ̸≡ 1 mod p− 1とする. このとき p|L(0, ωi)ならば p|#X(−i)
0 .

証明 まず p|L(0, ωi)ならば p|L(−1, ωi−1)なので pはEisenstein series E2(ω
i−1)の constant termの

分子を割る. このあと見るようにa0(g) = 1となるような g ∈M2(p, ω
i−1,Zp)がweight 1のEisenstein

seriesの積として構成できる. いま eを ordinary projectorとするとき

h =
∞∑
n=0

an(h)q
n := e

(
E2(ω

i−1)− 1

2
L(p)(−1, ωi−1)g

)
∈Mord

2 (p, ωi−1,Zp)

とおくと a0(h) = 0であるが, 実は h ∈ Sord
2 (p, ωi−1,Zp)であることが証明できる (あとでより一般的

に証明する). eE2(ω
i−1) = E2(ω

i−1)であるから

h = E2(ω
i−1)− 1

2
L(−1, ωi−1)e(g)

である. p|L(−1, ωi−1)なので an(h) ≡ an(E2(ω
i−2)) mod pであるから ap(h) ≡ ap(E2(ω

i−1)) = 1

mod p が成り立つ. また ℓ ̸= pに対して

aℓ(h) ≡ aℓ(E2(ω
i−1)) = 1 + ωi−1(ℓ)ℓ ≡ 1 + ωi(ℓ) mod p
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である. いま T = Tord
k (p, ωi−1,Zp)とおき,

ϕ : T ∋ t 7→ a1(h|t) mod p ∈ Fp = Zp/pZp

と定める. ℓ ̸= pなら

ϕ(T (ℓ)) = a1(h|T (ℓ)) ≡ a1(E2(ω
i−1)|T (ℓ)) ≡ aℓ(E2(ω

i−1)) ≡ 1 + ωi(ℓ) mod p

である. また t, t′ ∈ Tなら a1(E2(ω
i−1)|tt′) = a1(E2(ω

i−1)|t)a1(E2(ω
i−1)|t′)が成り立っているので ϕ

は Zp-algebra homomorphismになっている. さらに

M := Ker(ϕ) ⊇ {T (ℓ)− 1− ωi−1(ℓ)|ℓ ̸= p}

とおけばMは E2(ω
i−1)を annihilateする. 一方 Tは finite rankの free Zp-moduleである. p ⊆M

を Tのminimalな primeとして

ψ : T � T/p
ψ
↪→ Qp

をひとつ固定し, Oを T/pの商体の整数環とする. このとき

Sord
2 (p, ωi−1, O) = HomO(Tord

2 (p, ωi−1, O), O)

であるから eigenform f ∈ Sord
2 (p, ωi−1, O)があって T (ℓ)f = cℓf としたとき cℓ = ψ(T (ℓ))を満たす.

またπをOのuniformizerとすれば cℓ ≡ 1+ωi(ℓ) mod π, cp ≡ 1 mod πである. 以上のことから,も
し p|L(0, ωi)ならば cn = an(f) ≡ an(E2(ω

i−1)) mod π となるような eigenform f ∈ Sord
2 (p, ωi−1, O)

が存在することがわかった. いま f のGalois表現

ρf : GQ → GL2(K)

を考える (K は Oの商体). 簡単のため ρf : GQ → GL2(O)とする. このとき f は ordinaryである
から

ρf |Dp ∼

(
ψ1 ∗
0 ψ2

)
, ψ2|Ip = 1, ψ2(Frobp) = cp = ap(f)

である. さらにGalois表現の基本的な性質 Theorem 3.1により ℓ ̸= pならば

det ρf (Frobℓ) = ωi−1(ℓ)ℓ

である. ゆえに det ρf = ωi−1ε (εは cyclotomic character). 以上から

ψ1|Ip = det ρf |Ip = ωiε|Ip , ψ1|Ip ≡ ωi|Ip ̸≡ 1 mod π (∀i : odd)

なので, σ0 ∈ Ipがあって α := ψ1(σ0) ̸≡ 1 mod π, ψ2(σ0) = 1 ∈ O×を満たす.

いま ρf (σ0) =

(
1 0

0 α

)
と仮定してよいので ρf |Dp =

(
ψ2 0

∗ ψ1

)
となる.

さて,いまσ ∈ GQに対してρf (σ) =

(
aσ bσ

cσ dσ

)
と書くことにすると任意の ℓ ̸= pに対しρf |Iℓ = id

であることにより pを含めた任意の素数 ℓ,任意のσ ∈ Iℓに対し bσ = 0である. しかしρfは irreducible

なので bτ ̸= 0となる τ ∈ GQが存在する. いま τ0 ∈ GQを n = ordπ(bτ0)が最小になるようにとる.
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ρ = ρf を

(
1 0

0 πn

)
ρf

(
1 0

0 π−n

)
と取り替えることで n = 0, つまり bτ0 ∈ O× と仮定してよい.

ここで

ρ = ρ mod π : GQ ∋ σ 7→

(
aσ bσ

cσ dσ

)
∈ GL2(F)

と書くことにすると ℓ ̸= pに対し

traceρ(Frobℓ) = aℓ(f) ≡ 1 + ωi(ℓ) mod π,

つまり aσ + dσ = traceρ = 1 + ωi なので

aσ = 1 or ωi(σ), dσ = 1 or ωi(σ)

であることがわかる. さらに ρ(σ0) =

(
1 0

0 α

)
であったから結局 aσ = 1, dσ = ωi(σ) でなくてはな

らない. 特に, このとき dστ = dσdτ が成り立つので, 通常の行列の計算から得られる式

dστ = dσdτ + bσcτ

と比較することで, 任意の σ, τ に対して

bσcτ ≡ 0 mod π

となることが分かる. しかし bτ0 ̸≡ 0 mod π であったから結局, 任意の σに対して cσ = 0であるこ
とが分かる. 以上より

ρ(σ0) =

(
1 bσ

0 ωi(σ)

)
∈ GL2(F), F = O/(π)

であることがわかった. いまH1(GQ,F(ω−i))の cocycleを

h := (σ 7→ ω−i(σ)bσ)

で定めれば任意の ℓ, 任意の σ ∈ Iℓ に対し bσ = 0であるから hは任意の ℓで unramified であり,

bσ0 ̸= 0なので h ̸= 0である. いま LをQ(µp)の最大不分岐 abel拡大とすると

H1(GQ,F(ω−i)) = Hom∆(Gal(Q/Q(µp)),F(ω−i))

⊇ Hom∆(Gal(L/Q(µp)),F(ω−i))

= Hom∆(X0,F(ω−i))

= Hom∆(X
(−i)
0 ,F(ω−i))

= Hom(X
(−i)
0 ,F)

であり, h は任意の ℓ で unramified であることより 0 ̸= h ∈ Hom∆(Gal(L/Q(µp)),F(ω−i)) =

Hom(X
(−i)
0 ,F). ゆえにX

(−i)
0 ̸= 0, すなわち p|#X(−i)

0 . �
いままでの証明の要点をまとめると以下のようになる.

1. L-valueと Eisenstein seriesの constant termを関係付ける.

2. p|L-valueを使って Eisenstein series ≡ cusp form mod pを示す.

3. cusp formのGalois表現から Selmer群の non-trivialな元を構成する.
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3.8 Ribetの方法の一般化

Step1

iを oddとし Lp(s, ω
i)を p-進 L-関数とすると任意の n ≥ 1に対して

Lp(1− n, ωi+1) = L(p)(1− n, ωi+1−n)

であり,あるgi ∈ Λがあってgi((1+p)
s−1) = Lp(s, ω

i+1)を満たすのであった. いまA
(i)
0 ∈ Λ = Zp[[T ]]

を

A
(i)
0 ((1 + T )−1 − 1) =

1

2
gi(T )

により決めれば, i ̸≡ −1 mod p− 1のとき

2 ·A(i)
0 ((1 + p)k−1 − 1) = L(p)(1− k, ωi+1−k)

となる. このときA
(i)
0 は E(i)の constant termのなる.

Step2

iを oddとし

Ti := Tord(1, ωi, R),

Hi := Hord(1, ωi, R)

とおく. このときHi � Tiであった. いま Eisenstein ideal Ii ⊆ Hiを

{T (ℓ)− 1− ωi(ℓ)(1 + T )aℓ , S(ℓ)− ωi(ℓ)ℓ−1(1 + T )aℓ , T (p)− 1 | ℓ ̸= p}

で生成される idealとする. このとき Iiは E(i)を annihilateする. TiはR上 {T (ℓ), S(ℓ), T (p) | ℓ ̸= p}
で生成されるので Ti = ⟨Ii, R⟩であることから R → Ti は R � Ti/IiTi を induceする. ゆえに
Ji = Ker[R→ Ti/IiTi]とおけばR/Ji ∼= Ti/IiTiが得られる.

定理 3.5 任意の height 1 prime p ⊆ Rに対して

ordp(Ji) ≥ ordp(A
(i)
0 ),

すなわち
lengthRp

(Ti,p/IiTi,p) ≥ ordp(A
(i)
0 )

が成り立つ.

証明 Ferrero-Washingtonの定理よりA
(i)
0 ∈ Λに対しA

(i)
0 = pµi(Tn + · · ·+ an)× (unit)と書くとき

µi = 0となるので p - A(i)
0 である. ゆえに p ∈ pのときは ordp(A

(i)
0 ) = 0となるからこの場合は明らか.

よって以降は p ̸∈ pと仮定する. このとき

A
(i)
0 =

n∏
j=1

(T − αj)× (unit power series)

A
(i−2)
0 =

m∏
j=1

(T − βj)× (unit power series)

とおく. いま rを十分大きくとって (実は r = n+ 1で十分), 1の pr乗根 ζ を

{ζ−1(βj + 1)(p+ 1)− 1 | j = 1, . . . ,m} ∩ {αj | j = 1, . . . , n} = ∅
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となるように選ぶ. このときA
(i−2)
0 (ζ(1 + T )(1 + p)−1 − 1)とA

(i)
0 は共通の根を持たない.

Tord(1, ωi, R)⊗RR′ � Tord(1, ωi, R′)

なので ζ, αj , βj ∈ Rの場合を考えれば十分. ordpA
(i)
0 = 0ならば明らかなので p ⊆ Rは ordpA

(i)
0 > 0

を満たすと仮定する. このとき ζ の取り方により ordpA
(i−2)
0 (ζ(1 + T )(1 + p)−1 − 1) = 0であること

に注意する. いま

G =
∞∑
n=0

Bnq
n := E(i−2)(ζ(1 + T )(1 + p)−1 − 1)E(1)(ζ − 1), Bn ∈ R

とおくとき
B0 = A

(i−2)
0 (ζ(1 + T )(1 + p)−1 − 1)L(p)(0, ωiψζ−1)

であり, ζ の取り方と p ̸∈ pにより ordp(B0) = 0となる. さらに十分大きな kに対して

φk(G) = E(i−2)(ζ(1 + p)k−2 − 1)E(1)(ζ − 1)

= E(i−2)(ζ(1 + p)k−2 − 1)E1(ωψζ−1)

= Ek−1(ω
i−2+1−(k−1)ψζ)E1(ωψζ−1)

= Ek−1(ω
i−kψζ)E1(ωψζ−1) ∈Mk(p

r+1, ωi+1−k,Zp[ζ])

なので G ∈ M(pr+1, ωi, R)である. いま,

F =
∞∑
n=1

Cnq
n := e(B0E(i) −A(i)

0 G), Cn ∈ R

とおく. n = ordpA
(i)
0 とおけば eE(i) = E(i)なので

B0Am(E(i)) ≡ Cm mod pn

である. さらに
F ∈ Sord(1, ωi, R)

が成り立つ. これは後回しにしておく. いまΨを

Ψ : Ti,p → Rp/p
nRp

を t 7→ B−1
0 ·A1(F|t) mod pn = A1(E(i)|t) mod pn によって定めるとこれは環の全射準同型. さらに

t = T (ℓ)− 1−ωi(ℓ)(1+T )aℓのとき E(i)|t = 0なのでΨ(t) = A1(E(i)|t) = 0. ゆえに IiTi,p ⊆ Ker(Ψ).

それ故,

Rp/(p
ordp(Ji)) = Rp/JiRp

∼= Ti,p/IiTi,p � Ti,p/Ker(Ψ)
∼→ Rp/(p

n)

であるから ordp(Ji) ≥ n = ordp(A
(i)
0 )となる. これで定理の主張が得られた. あとは

F ∈ Sord(1, ωi, R)

を証明すればよい.

いま kを十分大きく取れば任意の φ ∈ Xkに対して φ(F)はmodular form. 一般に f は Eisenstein

seriesと cusp formの線型結合としてかけるので,

f =
∑

(Eisenstein series) + (cusp form)

=
∑
χ,ψ

∑
d| pr+1

condχ·condψ

cχ,ψ,dEk(χ, ψ, dz) + (cusp form)

19



となる. ここで

Ek(χ, ψ, z) = c0(k, χ, ψ) +

∞∑
n=1

∑
d|n

χ(n/d)ψ(d)dk−1

 qn ∈Mk(N,χψ)

であり χと ψは χψ = ωi+1−k, (condχ · condψ) | pr+1 を満たすものを動く. Ek(χ, ψ)の L-関数は
L(χ, s)L(ψ, s− k + 1)になる. F の定義より F ∈Mordなので f = ef =

∑∑
cχ,ψ,deEk(χ, ψ, dz) +

(cusp form)となっている. もし χ ̸= 1ならば ap(Ek(χ, ψ, z)) = χ(p) + pk−1ψ(p) = pk−1ψ(p) ≡ 0

mod pなので eEk(χ, ψ, z) = 0がわかる.

T (p)Ek(χ, ψ, p
s+1z) = Ek(χ, ψ, p

sz)

なので結局eEk(χ, ψ, dz) = eEk(χ, ψ, z) = 0であるからχ ̸= 1となる項は現れない. いまχψ = ωi+1−k

であったから ψ = ωi+1−k. よって

f = cEk(1, ω
i+1−k, z) + (cusp form) = cEk(ω

i+1−k) + (cusp form)

しかし
0 = a0(f) = c · a0(Ek(ωi+1−k)) = c · L(p)(1− k, ωi+1−k)

であり, L(p)(1− k, ωi+1−k) ̸= 0なので c = 0. 以上から f は cusp formであり F ∈ Sord(1, ωi, R)で
あることが分かった. �

4 Iwasawa Main Conjectureの証明

4.1 Iwasawa Main Conjecture revisited

µpn := {ζ ∈ Q | ζpn = 1}としK∞ := Q(µp∞) =
∪
n≥0

Q(µpn) とおく. このとき

Gal(K∞/Q) ∼= Z×
p
∼= (Z/pZ)× × (1 + pZp) ∼= ∆× Γ, Γ ∼= (1 + Zp) ∼= Zp

であり, Γの topological generatorを γとするとき γに 1+T を対応させることで同型Zp[[Γ]] ∼= Λ :=

Zp[[T ]] が成り立つのであった. いま Λ0 := Zp[[X]]とおき 1 + X に (1 + T )−1 を対応させる同型
Zp[[X]] ∼= Zp[[T ]]を考える. iを oddとし,

Φi : GQ � ∆× Γ→ Λ×
0

を ∆ × Γ ∋ (a, γ) 7→ ω(a)i(1 + X)−1 ∈ Λ×
0 によって定める. また Λ∨

0 := Homcont(Λ0,Qp/Zp)を
f ∈ Λ∨

0 , m ∈ Λ0に対し (mf)(λ) = f(mλ)と定めることにより Λ0-moduleとみなす. Λ∨
0 には Φiを

通してGQが作用している. このとき

Sel(ωi) := H1
ur(GQ,Λ

∨
0 ) = Ker

H1(GQ,Λ
∨
0 )→

∏
ℓ: prime

H1(Iℓ,Λ
∨
0 )


と定義する. さらに

S(ωi) := Sel(ωi)∨ := Homcont(Sel(ω
i),Qp/Zp)

とおくと S(ωi)は有限生成 Λ0-module.
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予想 4.1 (Iwasawa Main Conjecture) L∞/K∞をmaximal unramified abelian pro-p extension

としてX∞ =
⊕p−1

i=1 X
(i)
∞ とおき, fi(T )をX

(i)
∞ の characteristic power seriesとすれば

fi(T )Λ = A
(−i)
0 ((1 + T )−1 − 1)Λ

が成り立つ.

補題 4.2 Iwasawa Main Conjectureは S(ωi)が torsion Λ0-moduleで

charΛ0 S(ω
i) = A

(−i)
0 (X)

が成り立つことと同値.

証明 X
(i)
∞ には 1 +X が γ−1として作用している. このとき,

Sel(ωi)
∼→ H1

ur(GK∞ ,Λ
∨
0 )
GQ (restriction map)

= HomGQ(X∞,Λ
∨
0 )

= HomΓ(X
(i)
∞ ,Λ∨

0 )
∼
= HomΛ0(X

(i)
∞ ,Λ∨

0 ) (Λ-isomorphism)
∼
= HomZp(X

(i)
∞ ,Qp/Zp) (Λ-isomorphism)

であるから
charΛ0 S(ω

i) = charΛ0 X
(i)
∞ = (f((1 +X)−1 − 1))

となる. ただし f(T ) = charΛX
(i)
∞ とおいた. (同型Λ0

∼= Λは (1+X) 7→ (1+T )−1で与えられていた
ことに注意する) Iwasawa Main Conjectureは f((1 +X)s − 1) = Lp(ω

−i+1, s) (i ̸≡ −1 mod p− 1)

であったからこれは f((1 +X)−1 − 1) = A
(−i)
0 (X)と同値である. ゆえにこの補題が証明された. �

4.2 十分大きなRの場合への帰着

Rを Λ0の商体の有限次拡大の中での Λ0の整閉包とする. このとき

R∨ := Homcont(R,Qp/Zp) = R⊗Λ0Λ
∨
0

には GQが Φiを通して作用している. また, Sel(ωi, R) := H1
ur(GQ, R

∨), S(ωi, R) := Sel(ωi, R)∨ =

Homcont(Sel(ω
i, R),Qp/Zp) とおく.

補題 4.3 Iwasawa Main conjectureと charR S(ω
i, R) = A

(−i)
0 (X)が成り立つことは同値.

命題 4.4 あるRが存在して, 任意の oddな iと任意の height 1 prime p ⊆ Rに対して

lengthRp
S(ωi, R)p ≥ ordp(A

(−i)
0 (X))

ならば Iwasawa Main Conjectureが成り立つ.

証明 類数公式によって任意の height 1 prime p ⊆ Rに対して∑
i:odd

ordp(charΛX
(i)
∞ ) =

∑
i:odd

ordp(A
(−i)
0 ((1 + T )−1 − 1))
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であるから ∑
i:odd

lengthRp
S(ωi, R)p =

∑
i:odd

ordp(charR S(ω
i, R)) =

∑
i:odd

ordp(A
(−i)
0 (X))

である. ゆえに
lengthRp

S(ωi, R)p ≥ ordp(A
(−i)
0 (X))

ならば
lengthRp

S(ωi, R)p = ordp(A
(−i)
0 (X))

でなくてはならない. これが任意の height 1 prime p ⊆ Rに対して成り立てば charR S(ω
i, R) =

A
(−i)
0 (X)なので Lemma 4.3により Iwasawa Main Conjectureが成り立つ. �

4.3 Hecke algebraとGalois表現

iを oddとし T = Tord(1, ωi, R)とおけば Tは reduced ringであり Rを十分大きくとれば任意の
R-adic eigenformに対応するminimal prime Q ⊆ Tに対しR ∼= T/Qとなる.

F を R-adic eigenformとすれば T (ℓ)F = CℓF , Cℓ ∈ Rとなるのであった. Q ⊆ Tを F に対応す
るminimal primeとするときR

∼→ T/Qという同型の下でCℓ 7→ T (ℓ)という対応になる. Hecke環と
modular formの空間の dualityにより

Sord(1, ωi, R) ∼→ HomR(T, R)

となっているのであった. いま p ⊆ Rを height 1 primeとする. 前に見たように Ii ⊆ Tを {T (ℓ)−1−
ωi(ℓ)(1 + T )aℓ , S(ℓ)− ωi(ℓ)ℓ−1(1 + T )aℓ}ℓ ̸=p と T (p)− 1で生成される idealとしてR/Ji

∼→ T/Iiを
考えると ordp(Ji) ≥ ordp(A

(i)
0 )となるのであった. p ⊆ Jiと仮定する. Q1, . . . , Qnを Tpのminimal

primeとする. このとき

Tp ↪→
n∏
i=1

Tp/Qi =

n∏
i=1

Rp

となっている. いま T̃ := Im[T→ Tp] とおく.

各Qjに対してGalois表現 ρj : GQ → Vj ここで VjはL(= Rの fraction field= Rpの fraction field)

上の二次元 vector spaceで ρj は Tへの pseudo representationから induceされるものとする. Qj を
考えることと Sord(1, ωi, R)の基底 Fj たちのGalois表現 ρFj を考えることは同じである. このとき

1. ρj = ρFj は irreducible.

2. ρj |Dp ≃

(
ψ
(j)
1 ∗
0 ψ

(j)
2

)
, ψ

(j)
2 |Ip = 1.

3. det ρj(γ) = 1 +X, (A
(i)
0 ∈ Zp[[X]])

となる. いま 1 +X ̸∈ pと仮定する. このとき

ρj(γ) =

(
1 0

0 1 +X

)
,

ρj : GQ → GL2(Rp)

と仮定してよい. xj ∈ Vj を ρj(γ)xj = (1 +X)xj を満たすように選ぶ. (Ipは xj に
⊕

i ψ
(j)
i |Ip として

作用する) V :=
⊕n

j=1 Vj , x :=
⊕n

j=1 xj とおく. いま Tp ↪→
⊕n

j=1Rpの V への作用はGQの作用と
可換である. R := Tp[GQ]の V への作用をまた ρと書くことにする. L := Rxとおけばこれは finite

free Rp-moduleである.
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4.4 Iwasawa Main Conjectureの証明のための準備

いま
ρj : GQ → AutL(Vj)

に対して rankが 2のGQ-stable free Rp-module Mj を

ρj : GQ → GL2(Rp) ≃ Aut(Mj)

を満たすようにとる. このとき traceρj : GQ → Rは continuous, ρj は irreducibleであり p以外で不
分岐. いまMj のRp-basisを

1. Γの topological generator γの Ipへの lift γ̃に対し ρj(γ̃) =

(
1 0

0 1 +X

)
.

2. ρj |Dp =

(
ψ
(j)
2 0

∗ ψ
(j)
1

)
, ψ

(j)
2 |Ip = 1, ψ

(j)
1 ψ

(j)
2 = Φi.

となるようにとる. さらに ρj(γ)xj = (1 +X)xj となる xj ∈Mj を固定しておく. V =
⊕n

j=1 Vj とし
ρ =

⊕n
j=1 ρj : GQ → AutL(V )とおく. いま Tp ⊆

⊕n
j=1Rpを

⟨traceρ(Frobℓ) =
n⊕
j=1

traceρj(Frobℓ) | ℓ ̸= p⟩

で生成されるRp-module, いま T̃ ⊆
⊕n

j=1Rを

⟨traceρ(Frobℓ) =
n⊕
j=1

traceρj(Frobℓ) | ℓ ̸= p⟩

で生成されるR-module, I ⊆ Tpを

⟨traceρ(Frobℓ)− 1− Φi(Frobℓ) | ℓ ̸= p⟩

で生成される ideal とする. 以降, 簡単のため I = Ii, J = Jiと書くことにする. 以上の仮定の下で
Rp/J ≃ Tp/I のとき Theorem 3.5により

ordp(J) ≥ ordp(A
(i)
0 )

が分かっているのであった. さらにR = Tp[GQ]とおき,

L′ := T̃[GQ]x ⊆ L = Rx ⊆
⊕

Mj ⊆ V

とかくときL′p = Lとなる. いま ε1 := − 1
X (γ− (1+X)), ε2 :=

1
X (γ− 1) ∈ Rとおくと ε1+ ε2 = 1で

あり,任意の ℓ ∈ Lに対し ε2i ℓ = εiℓ, ε1ε2ℓ = ε2ε1ℓ = 0を満たすので εiはprojector. よってL1 = ε1L,
L2 = ε2Lとおくと L = L1 ⊕ L2となる.

注 4.5 L1, L2は Tp-moduleであるがGQ-stableではない.

補題 4.6 1. L2 = Tpxが成り立つ.

2. FittTp(L1) = 0が成り立つ.
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証明

ρ(ε2) =

(
0 0

0 1

)
, x =

(
0

1

)
なので ε2x = x. ゆえに Tpx ⊆ ε2L = L2. r ∈ Rに対し

ρ(r) =

(
ar br

cr dr

)
∈M2(Rp)

とかくとき ρ(ε2r) =

(
0 0

cr dr

)
となるので ρ(ε2r)x = drx = ε2rx. いま dr = traceρ(ε2r) ∈ Tpな

ので ε2rx ∈ Tpx. ゆえに L2 = ε2Rx ∈ Tp. これで 1.が示された.

Tpは reducedなのでAnnTp(L1) = 0ならFittTp(L1) = 0であるからこれを示す. t ∈ Tpは tL1 = 0

を満たすとすると任意の r ∈ Rに対し ρj(tε1r)x = 0となる. いま t ̸= 0とすると, ある j があって,

任意の r ∈ Rに対して ρj(ε1r)x = 0, つまり br = 0 であるから ρj は reducibleとなってしまうが, こ
れは起こりえない. よって t = 0でありAnnTp(L1) = 0. �
いま r ∈ Rに対し

ρ(r) =

(
Ar Br

Cr Dr

)
と書くとき,

Ar ∈ HomTp(L1,L1)
Br ∈ HomTp(L2,L1)
Cr ∈ HomTp(L1,L2)
Dr ∈ HomTp(L2,L2)

となっている. Tp ∋ d 7→ (x 7→ dx) ∈ HomTp(L2,L2)は Lemma 4.6により同型になる.

補題 4.7 1. σ ∈ Dpに対してBσ = 0.

2. L1は {Br | r ∈ R}の生成する Tp-module.

3. {Cr | r ∈ R} ⊆ IL2 = Ixが成り立つ.

4. L1/IL1はGQ-stable. さらにGQは trivialに作用する.

5. Dr mod I = Φi(r) mod I ∈ Rp/J ≃ Tp/I が成り立つ.

証明

1. これは ρj の基底の取り方から明らか.

2. L1 ⊕ L2 = L ⊆ {Brx | r ∈ R} ⊕ {Drx | r ∈ R}であり ImB ⊆ L1, {Drx | r ∈ R} = L2であ
ることから従う.

3. Dr = traceρ(ε2r) mod I = trace(1 ⊕ Φi)(ε2r) mod I = Φi(r) mod I であるから任意の
r, r′ ∈ Rに対してDrr′ ≡ DrDr′ mod I. 一方, 直接計算すればDrr′ = DrDr′ + CrBr′ なので
{Drx | R} = L2を使うと {CrBr′x | r, r′ ∈ R} ⊆ IL2 = Ix. ゆえに {Crx | r ∈ R} ⊆ IL2.
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4. Aσ mod I が identityになることを示す.

ρ(σ) =

(
aσ bσ

cσ dσ

)
∈

n⊕
i=1

GL2(Rp)

とおけばAσ は ε1rx ∈ L1に aσ =
⊕n

i=1 a
(i)
σ ∈

⊕n
i=1Rp 倍で作用する. しかし

aσ = traceρ(ε1σ) ≡ trace(1⊕ Φi)(ε1σ) = 1 mod I

であるからmod I では identityとして作用する. ゆえに L1/IL1上にGQは trivialに作用する.

5. この Lemmaの 4よりAσ ≡ 1 mod Iであり, Iは {traceρ(Frobℓ)− 1−Φi(Frobℓ)}で生成され
る idealであったからDr ≡ Φi(r) mod I. �

この Lemma 4.7により

ρ(σ) ≡

(
1 Bσ

0 Φi(σ)

)
mod I

となる.

いま L′ := T̃[GQ]x ⊂ Lに対して L
′
:= Im[L′ → L/IL], L′1 := L′ ∩ (L1/IL1)とおく. このとき

L′p = L/ILであり L
′
1,p = L1/IL1となる.

補題 4.8 L′はGQが Φiとして作用するような非自明な T̃[GQ]-submoduleを含まない.

証明
ρが既約であるのでBσ は non-trivialであることと 1 ̸≡ Φi mod I であることから従う. �

定義 4.9 GQ → L
′
1の cocycleを

c(σ) = Φ−1
i (σ)Bσ(x) mod I ∈ L′1

により定義する. また αを

α : Hom(L′1, R∨) ∋ ψ 7→ [σ 7→ ψ(c(σ))] ∈ H1(GQ, R
∨)

によって定める.

補題 4.10 1. Im(α) ⊆ H1
ur(GQ, R

∨).

2. αは injective.

証明

1. これは作り方から明らか.

2. はじめに 0 ̸= ψ ∈ Hom(L′1, R∨)は常に単射であることに注意する. なぜならば, もし単射では
ないと仮定すると L′1/Kerψ ̸= 0であり,

0→ L′1/Kerψ → L′/Kerψ→Im[L′ → L2/IL2]→ 0

という exact sequence が得られ, これは構成から Q(µp∞) 上 split することがわかる. いま
Q(µp∞)/Qは abelianであり, 素数 ℓを適当に選べば

L′/Kerψ = Ker(Frobℓ − Φi(Frobℓ))⊕Ker(Frobℓ − 1)
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と書くことができるが, これはGQ-moduleとしての splitting Im[L′ → L2/IL2]→ L
′
/Kerψ を

与える. これは非自明な T̃[GQ]-moduleのmapであり, その imageにはGQがΦiを通して作用
するので,これはLemma 4.8に矛盾. よってψは単射でなくてはならない. もし 0 ̸= ψ ∈ Ker(α)

があったとすると c(σ)が non-trivialであることに矛盾することから Lemmaの主張が従う. �

Iwasawa Main Conjectureの証明
Imα ⊆ Sel(ωi) = H1

ur(GQ, R
∨)であるから

S(ωi) = Sel(ωi)∨ � (Imα)∨ ≃ Homcont(HomR(L
′
1, R

∨),Qp/Zp) ≃ (L′1)∨

となる. よって,

lengthRp
S(ω−i)p ≥ lengthRp

(L′1)p
= lengthRp

L1/IL1
= ordpFittRp(L1/IL1)

であり Lemma 4.6の 2により

FittRp(L1/IL1) mod J = FittRp/J(L1/IL1) = FittTp/I(L1/IL1) = 0

ゆえに
ordpFittRp(L1/IL1) ≥ ordp(J) ≥ ordpA

(i)
0 .

よって Proposition 4.4により Iwasawa Main conjectureが従う. �

5 Λ-adic formのgeometric version

F ∈ Λ[[q]]をΛ-adic eigenformとする. 十分大きな kに対し φk(F)はweight kのmodular formと
なる. ここで φk : Λ→ Zpは T → (1 + p)k−1 − 1で与えられるのであった.

ここではR上のmodular formの geometricな見方を与える.

EをR上の elliptic curveとする. ω ∈ H0(R,Ω1)を至る所で non-vanishingな invariant differential

とする. このようなものは localには常に存在する.

定義 5.1 (Geometric modular form) R′をR-algebraとする.

F : {(E,ω)/R′ | E : elliptic curve/R, ω : differential} → R′

が次の条件を満たすとき weight kの geometric modular formという.

1. 任意のR′×に対して F (E, λω) = λ−kF (E,ω).

2. F (E,ω)は (E,ω)/R′ の同型類のみで決まる.

3. F は係数の拡大R→ R′と可換.

R上の weight kの geometric modular formのなす環をMk(R)と書く.

例 5.2 E を C上の elliptic curveとすれば τ ∈ Hがあって E ≃ C/(Z + τZ)であり ω = dzとする.

F (τ)をH上正則な weight kのmodular formとすれば

F ((C/(Z+ τZ), dx)) := F (τ)

は weight kの geometric modular form.
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5.1 q-expansion

(Tate(q), ωcan)を Z((q))上のTate curveとする. F をR上の geometric modular formとするとき
F の q-expansionを

F (q) := F ((Tate(q), ωcan)) ∈ R[[q]]

と定める.

注 5.3 F が classicalなmodular form F (τ)から構成されるときはF (q)は通常の q-expansionとなる.

(C/Z+ τZ, dz) exp7→ (C×/qZ, dq/q), q = exp(2πiz).

注 5.4 1/p ∈ R のとき Γ0(p
n), χ に対応する geometric modular form は先の条件に加えて level

structure φ : µpn ↪→ E[pn]も考えることにより

F : {(E,ω, φ)} → R

で任意の α ∈ Z×
p に対して

F ((E,ω, αφ)) = χ(α)F ((E,ω, ϕ))

を満たすものとして同様に定義できる.

5.2 Katzの generalized p-adic modular form

pを素数としR, R′を p-進完備で分離的な環とする. Eを elliptic curveとし, ψ : Ê → ĜmをR′上
の形式群の同型とする.

定義 5.5 F が (E,ψ)/R′ に対する R-valuedな関数で, 拡大 R′ → R′′ に対して可換で F ((E,ψ))は
(E,ψ)/R′ の同型類のみによって決まるとき F を generalized p-adic modular functionと呼ぶ. VRを
R上の generalized p-adic modular functionのなす環とする.

注 5.6 1. Tate(q)と ψ = ψ
can/Ẑp((q))

に対し

F (q) := F ((Tate(q), ψ/R((q)))) ∈ R̂((q))

とおく.

2. F をR上の weight kの geometric modular formとすると

(E,ψ)/R′ 7→ F ((E,ψ∗(dt/t)))

と考えることで VRの元と考えることが出来る. よってMk(R)→ VRが得られる.

3. VR
q−exp→ R̂[[q]]の cokernelはR上 flat.

4. F ∈Mk(R)の q-expansionと F のMk(R)→ VRでの imageの q-expansion は等しい.

5. {fi}を Zp上の weight kの geometric modular formの finite setとし,∑
i

fi(q) = pnh(q) ∈ Zp[[q]]

とおくと, ある h ∈ VZp が存在して hの q-expansionは h(q)に一致する.
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6. hi ∈ VZpに対しhi(q)は Ẑp[[q]]の中でh(q)に収束するとき, h(q)はあるh ∈ VZpの q-expansion

になる. (VRは p-進完備であり分離的である)

7. Mk(Γ0(p
n), χ)/Qp[χ] ↪→ VZp⊗ZpQp[χ]であり q-expansionと commuteする. いま

Mk(Γ0(p
n), χ;O) :=Mk(Γ0(p

n), χ)/Qp[χ] ∩ VZp⊗ZpO[χ]

と定義する.

いま specialization VΛ ∋ F 7→ φk(F ) ∈ VZp のもとで character χの Λ-adic modular formの条件

φ(F ) ∈Mk(p
n, χω1−k, O)

を考えることにより Λ-adic modular formの空間は VΛの Λ-submoduleとなる.

5.3 Measure theoreticなΛ-adic form

Rを p進完備で分離的な環とする.

Meas(Zp, R) := HomZp(C(Zp,Zp), R)

の元のことを Zp上のR-valued measureと呼ぶ. µ ∈ Meas(Zp, R)は bn := µ(

(
x

n

)
) の値で決まる.

いま
Meas(Zp, R) ∋ µ 7→ fµ :=

∑
bnT

n ∈ R[[T ]]

は同型であり
µ((1 + p)sx) = fµ((1 + p)s − 1)

となる. µF ∈ Meas(Zp, R)が µF ((1 + p)(k−1)x) ∈ Mk(p
n, χω1−k, O)を満たしていると仮定する.

n ≥ 0に対し ℓn : VZp → Zpを f に対し f の n番目の Fourier係数を対応させるmapとする. このと
き ℓ ◦ µ ∈ Meas(Zp,Zp) ≃ Zp[[T ]]である. いま fn := fℓn◦µF とおくと

F =
∞∑
n=0

fnq
n

は Λ-adic modular formになる. ゆえに

{µF ∈ Meas(Zp,VZp) | µF ((1 + p)(k−1)x) ∈Mk(p
n, χω1−k, O)} ⊆ {Λ-modular form}

が成り立つ. classicalなmodular formの極限が VZp の元になることを使えば “⊇”もわかる.
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