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概要

随伴の定義おさらい、モナドコモナドの定義およびそのクライスリと代数、およびそれらとの随伴と比較

定理について。記法上の注意：以下では • を水平合成、◦ を水平合成に用いる。この記法は文献によって
も、また筆者の中での他のノートでも統一していない。また自然変換と関手が暗黙に並列された場合、これ

は水平合成と見なす。射の並列は単純な合成と見なす。自然変換のコンポーネントは下添え字でアクセス

する。空欄 −はそこを捕獲するラムダ抽象によって写像になっていることを省略している（したがってラ
ムダ記号は書かれない）。上付き線はもとの圏の射をクライスリ圏の射と見なす場合につける。ただし随伴

の確認の部分のみ、(̂−)と共に、普遍射、余普遍射の一意対応を表す。比較定理を述べるための名称 T, S 圏

は一般的ではない。随伴や普遍性の全単射射関数の記号は存在しさえすればよいので入れ替わる事がある。

1 モナドとコモナド

Definition 1.1. 圏 C上のモナド (monad)とは (T : C → C, η : idC ⇒ T, µ : T 2 ⇒ T )なる自己関手、自然

変換の組で、関手圏において次のダイアグラムを満たすものをいう。
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Definition 1.2. 圏 Cのコモナド (comonad)とは (S : C → C, ϵ : S ⇒ idC, δ : S ⇒ S2)なる自己関手、自

然変換の組で、関手圏において次のダイアグラムを満たすものをいう。

S3 S2Sδoo

S2

δS

OO

S

δ

OO

δ
oo

S S2ϵSoo Sϵ // S

S

idS

``@@@@@@@@
δ

OO

idS

>>~~~~~~~~

(2)

ここで µT, Tµ, ηT, Tη, δS, Sδ, ϵS, Sϵ は関手の恒等自然変換と自然変換の水平合成である。一方が恒等自

然変換だから、それぞれ A ∈ Cコンポーネントは µT (A), T (µA), ηT (A), T (ηA), δS(A), S(δA), ϵS(A), S(ϵA)で

ある。

以下では随伴を使うので、随伴を思い出しておく。

Definition 1.3. 随伴とは、次のどれかである。この状況を F ⊣ Gと書き、F を左随伴、Gを右随伴と呼ぶ。

1. 関手のペア F : C ↔ D : Gと、Hom双関手の自然同型 θ : Hom(F (−),−) ⇔ Hom(−, G(−)) : θ−1
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2. 関手 F : C → Dと、全てのD ∈ Dに対する、F からDへの余普遍射 {ϵD : F (Dg) → D}D∈D の存在。

3. 関手 F : C → D と、全ての D ∈ D ごとに Dg ∈ C と Hom 関手自然同型 ϕD : Hom(F (−), D) ⇔
Hom(−, Dg) : ϕ

−1
D が存在。

4. 関手 G : D → Cと、全ての C ∈ Cに対する、C から Gへの普遍射 {ηC : C → G(Cf )}C∈C の存在。

5. 関手 G : D → C と、全ての C ∈ C ごとに Cf ∈ D と Hom 関手自然同型 ψ−1
C : Hom(Cf ,−) ⇔

Hom(C,G(−)) : ψC

6. 関手のペア F : C ↔ D : Gと、そのコンポーネントが全て F からDへの余普遍射であるような自然変

換 ϵ : FG⇒ idD

7. 関手のペア F : C ↔ D : Gと、そのコンポーネントが全て C から Gへの普遍射であるような自然変換

η : idC ⇒ GF

8. 関手のペア F : C ↔ D : G と、Gϵ • ηG = idG, ϵF • Fη = idF を満たす自然変換 η : idC ⇒ GF, ϵ :

FG⇒ idD。ただし •は垂直合成とする。

Fact 1.4. 以上の 1から 8は、全て同値。

Proof. 概要だけ示す。

• (1⇒3),(1⇒5):Dg = G(D), Cf = F (C)として、θを C,D ごとに部分評価する。

• (2⇒3),(4⇒5):普遍射、余普遍射の性質は、Hom関手自然同型の写像を召喚できる。x : F (X) → Dに

対して余普遍性からくる ϵDF (x) = xである一意的な射を x : X → Dg とするとき、ϕD = (−)で定

義する。この自然さは一意性から示すことができる。同様に x : C → G(Y )に対して、普遍性からくる

G(x̂)ηC = xである一意的な射を x̂ : Cf → Y とするとき、ψC = (̂−)で定義する。この自然さは一意

性から示すことができる。

• (2⇐3),(4⇐5):Hom関手自然同型を用いて、余普遍射、普遍射をそれぞれ ϵD = ϕ−1
D (idDg ) : F (Dg) →

D、ηC = ψ−1
C (idCf

) : C → G(Cf )で定義する。

• (2⇒6),(4⇒7):D 7→ Dg を関手 Gへ拡大する。対象については G(D) = Dg,射については G(g : D →
D′) = gϵD。ただし (−)は余普遍射の性質による一意射である。これは ϵD をコンポーネントとする ϵ

が所定の型の自然変換であるために可能な唯一の定義であり、Gの関手性は余普遍射の性質による対応

の一意性から従う。同様に、C 7→ Cf を関手 F へ拡大する。対象については F (C) = Cf ,射について

は F (f : C → C ′) = η̂C′f。ただし (̂−)は普遍射の性質による一意射である。これは ηC をコンポーネ

ントとする η が所定の型の自然変換であるために可能な唯一の定義であり、F の関手性は普遍射の性

質による対応の一意性から従う。

• (2⇐6),(3⇐7):関手の構造を忘却すれば明らか。ただし、(2→6),(3⇒7)による G,F の構成を再び行っ

たとき、それはもとのものに一致することに注意せよ。

• (1⇐2,3,6):θC,D = (ϕD)C で定義する。これは全単射である。自然さを検証すればよいが、今射に対し

てそれぞれ ϕD = (−), G = (−)ϵとしてよい。ϕD 自体が自然変換であるので、θC,D = (ϕD)C におい

て、Dについての自然さをみればよい。gf = gF (f)が常に成り立つことを使うと、G(g)θ(h) = gϵh =

gϵF (h)) = gh = θ(gh)で成り立つ。したがって、θC,D = (ϕD)C = (−)によって随伴である。明らか

にこの構成は (1⇒3)の構成に矛盾しない。

• (1⇐4,5,7):θ−1
C,D = (ψC)D で定義する。これは全単射である。自然さを検証すればよいが、今射に対し

てそれぞれ ψC = (̂−), F = η̂(−) としてよい。ψC 自体が自然変換であるので、θ
−1
C,D = (ψC)D にお
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いて、C についての自然さをみればよい。gf̂ = Ĝ(g)f が常に成り立つことを使うと、θ−1(h)F (f) =

ĥη̂f = Ĝ(ĥ)ηf = ĥf = θ−1(hf)で成り立つ。したがって、θ−1
C,D = (ψC)D で随伴である。明らかにこ

の構成は (1⇒5)の構成に矛盾しない。

• (1,2,3,4,5,6,7⇒8):示すべきは、G(ϵA)ηG(A) = idG(A), ϵF (A)F (ηA) = idF (A) である。ところが今こ

れまでの構成の整合性から θC,D = (ϕD)C = (−), G = (−)ϵ, ϵ = ϕ−1(idG(−)), θ
−1
C,D = (ψC)D =

(̂−), F = η̂(−), η = ψ−1(idF (−))さらに恒等式 gf = gF (f), gf̂ = Ĝ(g)f を全て用いることができる。

これらを全て使うことで直ちに従う。

• (1⇐8):θC,D(x : F (A) → B) = G(x)ηA, θ
−1
C,D(y : A → G(B)) = ϵBF (y)が矛盾なく全単射を定める。

この構成はこれまでの他の構成と矛盾しない。例えば θC,D(idF (A)) = ηA, θD,C(idG(B)) = ϵB といっ

た具合である。自然さは、この ϵ, η が自然変換であることから従う。

Fact 1.5. 上記の 2,4のケースにおいて、Dg, Cf は up to isomorphismに選ばれるが、もし同型の範囲で異

なるものを選択した時、構成される関手 G,F は自然同型を除いて一意的である。これは随伴が自然同型を除

いて一意であることと整合する。

以下では主に 1,8のケースで随伴を検証する。θ, ϕ, ψ の記号は集合論的全単射でありさえすればいいので、

逆写像と入れ替わることがある。

2 Kleisli圏

以下では (−)は余普遍射を意味しないものとする。

Definition 2.1. （Kleisli圏）(T : C → C, η : idC ⇒ T, µ : T 2 ⇒ T )をモナドとする。このモナド T によ

る Kleisli圏 KL(T )とは、次で定義される圏である。

ObKL(T ) = ObC (3)

HomKL(T )(A,B) = HomC(A, TB) (4)

idA = ηA (5)

g ◦KL(T ) f = µT (g)f (6)

ただし (−)は、HomKL(T )(A,B) = HomC(A, TB)での個々の対応を示す。つまり f : A → TB ∈ ArC に

対して f : A→ B ∈ ArKL(T ) である。

圏である為の性質、すなわち、射合成の unitarity,associativityは次のように検証出来る。

idf = µ(Tη)f = idf = f (7)

gid = µ(Tg)η = µ(ηT )g = idg = g (8)

h(gf) = µ(Th)µ(Tg)f = µ(µT )(TTh)(Tg)f = µ(Tµ)(TTh)(Tg)f = µ(T (µ(Tµ)g))f = (hg)f (9)

Definition 2.2. （Kleisli圏）(S : C → C, ϵ : S ⇒ idC, δ : S ⇒ S2)をコモナドとする。このコモナド S に

よる Kleisli圏 KL(S)とは、次で定義される圏である。

ObKL(S) = ObC (10)

HomKL(S)(A,B) = HomC(SA,B) (11)

idA = ϵA (12)

g ◦KL(S) f = gS(f)δ (13)
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ただし (−)は、HomKL(S)(A,B) = HomC(SA,B)での個々の対応を示す。つまり f : SA→ B ∈ ArC に対

して f : A→ B ∈ ArKL(S) である。

圏である為の性質、すなわち、射合成の unitarity,associativityは次のように検証出来る。

idf = ϵ(Sf)δ = f(ϵS)δ = f id = f (14)

gid = g(Sϵ)δ = gid = g (15)

h(gf) = h(Sg)δ(Sf)δ = h(Sg)(SSf)(δS)δ = h(Sg)(SSf)(Sδ)δ = h(S(g(Sf)δ))δ = (hg)f (16)

本当は String Diagramで表現したほうがはるかに効率がよい。

3 Eilenberg-Moore圏

Definition 3.1. （Eilenberg-Moore圏）モナド (T : C → C, η : idC ⇒ T, µ : T 2 ⇒ T )についての T -代数

とは、対象と射の組 (A, kA : TA→ A)で次のダイアグラムを可換にするものである。

T 2A
TkA //

µ

��

TA

kA

��
TA

kA

// A

TA
kA // A

A

ηA

OO

idA

==||||||||

(17)

また、T -代数 (A, kA : TA → A), (B, kB : TB → B)の間の準同型射とは、f : A → B で次のダイアグラム

を可換にするものである。

A
f // B

TA

kA

OO

Tf
// TB

kB

OO (18)

モナド (T : C → C, η : idC ⇒ T, µ : T 2 ⇒ T )に関する Eilenberg-Moore圏 EM(T )とは、T -代数たちを対

象とし、T -代数準同型を射とする圏である。

Definition 3.2. （Eilenberg-Moore圏）コモナド (S : C → C, ϵ : S ⇒ idC, δ : S ⇒ S2)についての S-余代

数とは、対象と射の組 (A, hA : A→ SA)で次のダイアグラムを可換にするものである。

A
hA //

hA

��

SA

δ

��
SA

ShA

// S2A

A
hA //

idA !!B
BB

BB
BB

B SA

ϵA

��
A

(19)

また、S-余代数 (A, hA : A → SA), (B, hB : B → SB)の間の準同型射とは、f : A → B で次のダイアグラ

ムを可換にするものである。

A
f //

hA

��

B

hB

��
SA

Sf
// SB

(20)
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コモナド (S : C → C, ϵ : S ⇒ idC, δ : S ⇒ S2)に関する Eilenberg-Moore圏 EM(S)とは、S-余代数たち

を対象とし、S-余代数準同型を射とする圏である。

4 随伴

Theorem 4.1. モナド T : C → Cについての Kleisli圏 KL(T )と Cの間には次の随伴が存在する。Cから
KL(T )への関手 FT が、コドメインに「自明な文脈」を構成する関手であり、左随伴である。右随伴は添加さ

れた文脈をそのまま対象の一部に引き上げる関手である。

FT : C → KL(T ) (21)

:: A 7→ A (22)

f : A→ B 7→ ηBf (23)

GT : KL(T ) → C (24)

:: A 7→ TA (25)

f : A→ B(⇔ f : A→ TB) 7→ µBT (f) (26)

η = η (27)

ϵA = idTA (28)

θ−1
A,B : HomC(A,GTB) → HomKL(T )(FTA,B) (29)

:: f 7→ f (30)

Proof. Hom双関手自然同型で示すならば、

gf(FTh) = µ(Tg)(µ(Tf)ηh) = µ(Tg)(µ(ηT )fh) = µ(Tg)fh = (GT g)fh (31)

普遍射自然変換の等式で示すなら、(ϵFT ) • (FT η) = idFT
はコンポーネントについて

ϵFTA(FT ηA) = idTAηTAηA = µidTTAηTAηA = ηA = idA = idFTA (32)

(GT ϵ) • (ηGT ) = idGT はコンポーネントについて、

(GT ϵA)ηGTA = µ(T idTA)ηTA = µηTA = idTA = idGTA (33)

Theorem 4.2. （Kleisli圏と随伴）コモナド S によるクライスリ圏 KL(S)と元の圏 Cの間には、次の随伴
が存在する。Cから KL(S)への関手 GS が、ドメインに「自明な文脈」を構成する関手であり、右随伴であ
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る。左随伴は添加された文脈をそのまま対象の一部に引き上げる関手である。

GS : C → KL(S) (34)

:: A 7→ A (35)

f : A→ B 7→ fϵA (36)

FS : KL(S) → C (37)

:: A 7→ SA (38)

f : A→ B(⇔ f : SA→ B) 7→ S(f)δA (39)

ηA = idSA (40)

ϵ = ϵ (41)

θA,B : HomKL(S)(GSA,B) → HomC(A,FSB) (42)

:: f 7→ f (43)

Proof. Hom双関手自然同型で示すならば、

(GSg)fh = (gϵ(Sf)δ)(Sh)δ = (gf(ϵS)δ)(Sh)δ = gf(Sh)δ = gh(FSh) (44)

普遍射自然変換の等式で示すなら、(ϵFS) • (FSη) = idFS
はコンポーネントについて

ϵFSA(FSηA) = ϵSA(SidSA)δ = ϵSAδ = idSA = idFSA (45)

(GSϵ) • (ηGS) = idGS はコンポーネントについて、

(GSϵA)ηGSA = ϵAϵSAidSA = ϵAϵSAidSSAδ = ϵA = idA = idGSA (46)

直観的には、自明な構成が左随伴であってほしいような気がするが、今モナドコモナドが双対概念であるせ

いでそうはなっていないことに注意。

Theorem 4.3. （Eilenberg-Moore圏と随伴）モナド T による Eilenberg-Moore圏 EM(T )と元の圏 Cの
間には、次で定められる随伴が存在する。Cから EM(T )への関手 FT が、「自由な代数」を生成する関手で

あり、左随伴である。右随伴はその代数を忘却する関手である。

FT : C → EM(T ) (47)

:: A 7→ (TA, µA) (48)

f 7→ Tf (49)

GT : EM(T ) → C (50)

:: (A, kA) 7→ A (51)

f → f (52)

η = η (53)

ϵ(A,kA) = kA (54)

ただし (A, kA)は Eilenberg-Moore圏の対象、つまり T -代数である。
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Proof. 普遍射自然変換の等式で示すなら、(ϵFT ) • (FT η) = idFT はコンポーネントについて

ϵFTA(F
T ηA) = µA(Tη) = idTA = idFTA (55)

(GT ϵ) • (ηGT ) = idGT はコンポーネントについて、

(GT ϵ(A,kA))ηGT (A,kA) = kAηA = idA = idGT (A,kA) (56)

なおホムセット bijectionは

θA,(B,kB) : HomC(A,G
T (B, kB)) → HomEM(T )(F

TA, (B, kB)) (57)

θA,(B,kB) :: f : A→ B 7→ kB(Tf) : TA→ B (58)

θ−1
A,(B,kB) :: g : TA→ B 7→ gηA : A→ B (59)

実際、

kB(Tf)ηA = kBηBf = idBf = f (60)

kB(T (gηA)) = kB(Tg)(TηA) = gµA(TηA) = g (61)

Theorem 4.4. （Eilenberg-Moore圏と随伴）コモナド S による Eilenberg-Moore圏 EM(S)と元の圏 Cの
間には、次で定められる随伴が存在する。Cから EM(S)への関手 GS が、「自由な余代数」を生成する関手

であり、右随伴である。左随伴はその代数を忘却する関手である。

GS : C → EM(S) (62)

:: A 7→ (SA, δA) (63)

f → Sf (64)

FS : EM(S) → C (65)

:: (A, hA) 7→ A (66)

f 7→ f (67)

η(A,hA) = hA (68)

ϵ = ϵ (69)

ただし (A, hA)は Eilenberg-Moore圏の対象、つまり S-余代数である。

Proof. 普遍射自然変換の等式で示すなら、(ϵFS) • (FSη) = idFS はコンポーネントについて、

ϵFS(A,hA)(F
Sη(A,hA)) = ϵAhA = idA = idFS(A,hA) (70)

(GSϵ) • (ηGS) = idGS はコンポーネントについて、

(GSϵA)ηGSA = (SϵA)δA = idSA = idGSA (71)

なおホムセットは bijectionは

θ(A,hA),B : HomEM(S)((A, hA), G
SB) → HomC(F

S(A, hA), B) (72)

θ(A,hA),B :: f : A→ SB 7→ ϵBf : A→ B (73)

θ−1
(A,hA),B :: g : A→ B 7→ (Sg)hA : A→ SB (74)
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実際、

(S(ϵBf))hA = (SϵB)(Sf)hA = (SϵB)δBf = f (75)

ϵB(Sg)hA = gϵAhA = gidA = g (76)

5 比較定理

Theorem 5.1. 随伴 F ⊣ G とそれに伴う普遍射自然変換 η : idC ⇒ GF, ϵ : FG ⇒ idD があるとき、

(GF, η,GϵF )はモナドであり、(FG, ϵ, FηG)はコモナドである。以下でこれを標準的構成と呼ぶ。

Proof. String Diagramを書くべきである。明示的には次の 2-cell変形によって（コ）モノイドダイアグラム

が満足される。ただし •を垂直合成、◦を水平合成としている。

(GϵF ) •GFη = G ◦ ((ϵF ) • (Fη)) = G ◦ idF = idGF (77)

(GϵF ) • ηGF = ((Gϵ) • (ηG)) ◦ F = idG ◦ F = idGF (78)

(GϵF ) • (GFGϵF ) = (GϵF ) • (GϵFGF ) (79)

FGϵ • (FηG) = F ◦ ((Gϵ) • (ηG)) = F ◦ idG = idFG (80)

ϵFG • (FηG) = ((ϵF ) • (Fη)) ◦G = idF ◦G = idFG (81)

(FηGFG) • (FηG) = (FGFηG) • (FηG) (82)

この計算を追うべきではない。String Diagramを書き、それが 2-cellの計算として明らかであることを認

識すべきである。

この構成を前節に適用すると直ちにつぎが分かる。

Theorem 5.2. 前節の KL(T ),KL(S), EM(T ), EM(S)と C,Dの間の随伴は、標準的構成によってもとの
モナド、コモナド T, S を再生する。

そこで、あるモナドまたはコモナドを得た時に、それを「分解する」ような随伴たちを比較したい。つま

り、その随伴はいずれもモナド、コモナドを標準的構成で再生するようなものである。まず随伴たちの成す圏

を作る。

Definition 5.3. F1 : C1 → D1, G1 : D1 → C1 が随伴 F1 ⊣ G1 を成し、F2 : C2 → D2, G2 : D2 → C2 が

随伴 F2 ⊣ G2 をなしているとする。関手のペア A : C1 → C2, B : D1 → D2 がこれらの随伴のマップである

とは、F2A = BF1, AG1 = G2B かつ、Aη1 = η2Aまたは Bϵ1 = ϵ2B であることとする (実はこの二つは同

値である)。

本当に同値だろうか？　次の String Diagramを chase!
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A

RRRRRRRRRRRRRRR F2

zz
zz

zz
zz

G2

xxxxxxxx

A

=

A F2 G2

A

(83)

F1 B

EEEEEEEE G2

yy
yy

yy
yy

=

F1

DD
DD

DD
DD B

zz
zz

zz
zz

G2 (84)

B

DDDDDDDD

zz
zz

zz
zz

G1 A F2

=

B

DD
DD

DD
DD

zz
zz

zz
zz

G1 A F2

(85)

B

RRRRRRRRRRRRRRR

xxxxxxxx

zz
zz

zz
zz

G1 F1 B

=

B

G1 F1 B

(86)

同値でしたね。

随伴のマップのこの条件は、図的直観としては、η, ϵを関手を越えて前後の圏に輸送することができるよう

な関手の交点のことである。

Definition 5.4. 随伴と随伴のマップは圏をなす。これをAdjとして随伴圏とする。

Definition 5.5. C上のモナド T を先の標準的構成で与えるような随伴によるAdj部分圏を (一般的ではな

いが)T 圏とする。同様に D上のコモナド S を先の標準的構成で与えるような随伴による Adj部分圏を (一

般的でないが)S 圏とする。これらの随伴のマップの一方は C,D上の恒等関手である。

すなわち、この T 圏ではすべての対象、つまり随伴は GF = T,GϵF = µ, η = η のように標準的構成で

T に同じくし、また B : D1 → D2 がこの射である時、それは F2 = BF1, G1 = G2B を満たす。双対に S

圏ではすべての対象、つまり随伴は FG = S, FηG = δ, ϵ = ϵ のように標準的構成で S に同じくし、また

A : C1 → C2 がこの射である時、それは F2A = F1, AG1 = G2 を満たす。随伴のマップであることについて

ののこりの自然変換に関する条件は、モナドコモナドの標準的構成に対して、B,Aと関手についての等式そ

れ自体の自然同型が、モナドコモナドの「自己準同型」のように振る舞うことを意味する。このことは String

Diagramで確かめる事ができる。

この「「あるモナドの自己準同型」をなす随伴の圏」の中で、前節で構成した随伴は特別な地位をもつ。

Theorem 5.6. T 圏において、KL(T )との随伴は initialであり EM(T )との随伴は terminal

Proof. F ⊣ G,F : C → D, G : D → C, η : idC ⇒ GF, ϵ : FG⇒ idD で T = GF, µ = GϵF を満たす随伴を

任意に取る。
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KL(T )の普遍性に関しては、関手 B : KL(T ) → Dで GT = GB,BFT = F を満たすものが一意的に構成

できればよい。条件から要求されている仕様は次のようなものとなる。

B(A) = F (A) (87)

B(ηf) = F (f) (88)

G(B(A)) = GFA (89)

G(B(f)) = µ(GFf) (90)

第一の条件から対象の写像は F (A)しか可能性はない。このとき第三の条件は自動的に満たされる。射の写

像を確定しよう。第四の条件を変形することでこれを得る。f : X → TY に対して第四の条件の両辺をそれ

ぞれ変形すると

ϵFY F (G(B(f))ηX) = ϵFY (FGBf)(FηX) = (Bf)(ϵFX)(FηX) = Bf (91)

ϵFY F (µ(Tf)ηX) = ϵFY F (µηTY f) = ϵFY (Ff) (92)

なので、可能性は Bf = ϵFY F (f)のみである。この定義は第二の条件を自動的に従える。

EM(T )の普遍性に関しては、B : D → EM(T )で GTB = G,FT = BF を満たすものが一意的に構成で

きればよい。条件から要求されている仕様は次のようなものとなる。

G(A) = GT (B(A)) (93)

G(f) = B(f) (94)

(TA, µA) = B(F (A)) (95)

GFf = BFf (96)

第二の条件から、射の写像は G(f)しかない。このとき第四の条件は自動的に満たされる。対象の写像を確定

しよう。第一の条件から、それは (GA,−)の形をした T 代数である。この空席の構造射を kGA : TGA→ GA

としよう。kGA が GA 上の構造射であることは、同時に FT (GA) = (TGA, µGA) → (GA, kGA) の T 代数

準同型でもあることを意味する。ところで FT (GA) = (TGA, µGA) → (GA,−) の任意の T 代数準同型は

FT ⊣ GT 随伴によって Hom(GA,GA)の射へと移るが、この時それが GA上の構造射であれば、

GT (kGA)ηGA = kGAηGA = idGA (97)

となる。随伴のホムセット対応は bijectionだから、T 代数準同型かつ GA構造射であるような射を見つけさ

えすれば、それが唯一であり、kGA である。そこで、kGA = G(ϵA) : TGA → GAとしてみよう。これは実

際に構造射としての資格をもち、µ = GϵF より第三の条件も満たすので所要のものである。

特に、KL(T ) → EM(T )の随伴のマップが唯一存在するが、それは A 7→ (TA, µA), f 7→ µ(Tf)である。

Theorem 5.7. S 圏において、KL(S)との随伴は initialであり EM(S)との随伴は terminal

Proof. F ⊣ G,F : C → D, G : D → C, η : idC ⇒ GF, ϵ : FG⇒ idD で S = FG, δ = FηGを満たす随伴を

任意に取る。

KL(T )の普遍性に関しては、関手 B : KL(S) → Dで FS = FB,BGS = Gを満たすものが一意的に構成

できればよい。条件から要求されている仕様は次のようなものとなる。
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B(A) = G(A) (98)

B(fϵ) = G(f) (99)

F (B(A)) = FGA (100)

F (B(f)) = (FGf)δ (101)

第一の条件から対象の写像は G(A)しか可能性がない。このとき第三の条件は自動的に満たされる。射の写

像を確定しよう。第四の条件を変形することでこれを得る。f : SX → Y に対して第四の条件の両辺をそれぞ

れ変形すると

G(ϵY F (B(f)))ηGX = (GϵY )(GFBh)ηGX = (GϵY )ηGY (Bh) = Bf (102)

G(ϵY (FGf)δ)ηGX = G(fϵTXδ)ηGX = (Gf)ηGX (103)

なので、可能性は Bf = G(f)ηGX のみである。この定義は第二の条件を自動的に従える。

EM(S)の普遍性に関しては、B : C → EM(S)で FSB = F,GS = BGを満たすものが一意的に構成でき

ればよい。条件から要求されている仕様は次のようなものとなる。

F (A) = FS(B(A)) (104)

F (f) = B(f) (105)

(SA, δA) = B(G(A)) (106)

FGf = BGf (107)

第二の条件から、射の写像は F (f)しかない。このとき第四の条件は自動的に満たされる。対象の写像を確

定しよう。第一の条件から、それは (FA,−)の形をした S 余代数である。この空席の構造射を hFA : FA →
SFAとしよう。hFA が FA 上の構造射であることは、同時に (FA, hFA) → (SFA, δFA) = GS(FA)の S

余代数準同型でもあることを意味する。ところで (FA,−) → (SFA, δFA) = GS(FA)の任意の S 余代数準

同型は FS ⊣ GS 随伴によって Hom(FA,FA)の射へと移るが, この時それが FA上の構造射であれば、

ϵFAF
S(hFA) = ϵFAhFA = idFA (108)

となる。随伴のホムセット対応は bijectionだから、S 余代数準同型かつ FA構造射であるような射を見つけ

さえすれば、それが唯一であり、hFA である。そこで、hFA = F (ηA) : FA → SFAとしてみよう。これは

実際に構造射としての資格をもち、δ = FηGより第三の条件も満たすので所要のものである。

特に、KL(S) → EM(S)の随伴のマップが唯一存在するが、それは A 7→ (SA, δA), f 7→ (Sf)δ である。
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6 要するに

こういうことである。
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(109)

• モナドの観点から：あるモナドについて、それを分解する随伴を手に入れたとする。このとき、モナド
によって得られる KL(T ), EM(T )の間に、その随伴の対応する圏を通る関手が、以上のダイアグラム

を可換にするように唯一つ配置される。

• 随伴の観点から：ある随伴について、その標準的モナドによる KL(T ), EM(T )を作ると、それらとの

間に、以上のダイアグラムを可換にするような関手が唯一つ配置される。
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