リチャードソンの軍拡競争モデルとそのカオス的振舞

――Mathematicaによるシミュレーション分析――

深谷 庄一

リチャードソンの軍拡競争モデル

　敵対的な2国が、軍備ストックをいかに増強・縮小するかを簡単な微分方程式で表した古典的モデルが、1939年、リチャードソン（Lewis F. Richardson）によって作成された
。これは簡単な微分方程式で表されるが、機械的な動作を表すというわけではなく、経済学的な最適化行動からも導かれ、合理的な背景があることが知られている。今2国の軍備ストックの量をそれぞれ（x, y）とし、時間変数をtとすると、

dx/dt= ky-ax+g  (k, a>0)


dy/dt= lx-by+h  (l, b>0)

で表される。

敵国の軍備ストックが増強されれば自国の軍備も増強される。そのためｋとｌはプラスである。これは反応要因(reaction component)と呼ばれる。自国の軍備ストックとはマイナスの関係がある（ａとｂ）。疲弊要因(fatigue factor)と呼ぶ。これは、軍備増強に対する国内の思想的反発や国家の能力に対する不信を意味している。また、現存兵器ストックの減耗分を意味する。

gとhは正でも負でもあり得る。gが正であれば、軍備ストックの変化がgとプラスの関係にあり、不満要因(grievance factor)と呼ぶ。他国からの脅威がなくても軍備を増強することを意味する。不満の種は過去の敗北（第一次世界大戦後のドイツや湾岸戦争後のイラク）、あるいは地域紛争や宗教紛争などに起因するであろう
。

　この微分方程式の定常解の安定条件は-(a+b)<0が定義上満たされているので、ab-kl>0のみである。一言でいえば相対的に疲弊項が大きければ安定である。

　具体的な微分方程式を解いてみよう。

dx/dt= y-2x+2 


dy/dt= x-2y+2 

　この体系の均衡値は(x=2, y=2)で、安定である。Mathematicaでは次のようなスクリプトを実行する。初期条件に、例として(x[0]=4, y[0]=2.1)を与えると、理論どおり均衡値に収束する。その軌跡を、まず横軸に時間を縦軸に両変数をとった図に描き、ついで横軸にx縦軸にyをとった図に描いている。

DSolve[{x'[t]y[t]-2x[t]+2,y'[t]x[t]-2y[t]+2,x[0]4,y[0]2.1},{x[t],y[t]},t]

Plot[Evaluate[{x[t],y[t]}/.%],{t,0,10}]

ParametricPlot[{Evaluate[{x[t],y[t]}/.%%],{t,0.5t+1},{t,2t-2}},{t,0,5},AspectRatio  1]
結果は次のようになる。
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　次に、不安定均衡の場合を同じように描いてみる。均衡値は同じく(x=2, y=2)である。

dx/dt= 2y-x-2 


dy/dt= 2x-y-2 

DSolve[{x'[t]2y[t]-1x[t]-2,y'[t]2x[t]-1y[t]-2,x[0]1.78,y[0]4.1},{x[t],y[t]},t]

Plot[Evaluate[{x[t],y[t]}/.%],{t,0,1.3},PlotRange  {1,6}]

ParametricPlot[{Evaluate[{x[t],y[t]}/.%%],{t,0.5t+1},{t,2t-2}},{t,0,1.3},PlotRange  {-2,8},AspectRatio  1,Epilog {Line[{{0,-2},{5,8}}],Line[{{0,1},{5,3.5}}]}]
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　均衡値に収束せず発散している。ここまでは理論どおりである。

カオス発生か？

　次に、パラメータを少し変えてみる。

dx/dt= y-2.5x+2 


dy/dt= x-1.5y+2 

安定均衡であることは 2.5*1.5-1*1 >0 であることからすぐに確かめられる。次のようなスクリプトを発行する。

DSolve[{x'[t]y[t]-2.5x[t]+2,y'[t]x[t]-1.5y[t]+2},{x[t],y[t]},t]

%/.{C[1]1.,C[2]2.}

Plot[Evaluate[{x[t],y[t]}/.%],{t,0,20},PlotRange{-1,10}]

ParametricPlot[{Evaluate[{x[t],y[t]}/.%%]},{t,0,20},PlotRange{{-1,10},{-1,10}}]
こんどは初期値をあらかじめ設定せず、一般解を求めている。そうすると、
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の様な解が出力されるが、C[1]とC[2]という二つの積分定数（constants of integration）と呼ばれるパラメータに特定の値を与えることでxとyの具体的な解が求まる。上記スクリプトでは（C[1]=1, C[2]=2）を代入し、プロットしている。次のようなグラフが描かれる。
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理論どおり、均衡点（x=1.81818, y=2.54545）に収束している。ところがt=15を過ぎた頃から、突然均衡値を飛び出し、その後は全くランダムな動きを見せる。軍備均衡が安定的に成立していたと思いきや、環境の変化も係数パラメータの変化も全然ないにもかかわらず、突如としてバランスが崩れ始め、最後にはほぼ無秩序状態（カオス）に陥るのである。これは一体どうしたことなのか？

まず、C[1]とC[2]が何を意味するのかをみてみよう。
初期条件の具体的な数値を求める。上述の微分方程式を解きt=0を代入し初期値の一般解を求め、さらにパラメータ（C[1], C[2]）にそれぞれ数値を代入するスクリプトを書くと、

z=DSolve[{x'[t]y[t]-2.5x[t]+2,y'[t]x[t]-1.5y[t]+2},{x[t],y[t]},t];

z/.t0

%/.{C[1]1,C[2]2}
結果は、
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 {{x[0]2.81818,y[0]4.54545}}
となる。これは、初期値が
x[0]= 1.81818+1.0×C[1]+0.0×C[2]

y[0]= 2.54545+45.55112/1017×C[1]+1.0×C[2]

であることを意味し、（C[1]=1, C[2]=2）を代入すれば、

x[0]= 1.81818+1.0= 2.81818


y[0]= 2.54545+2.0= 4.54545

になるという意味である。つまりxの均衡値にC[1]=1を足したものがxの初期値であり、yの均衡値にC[2]=2を足したものがyの初期値である。ここで、xとyの均衡値(x*, y*)はそれぞれ循環小数であり、途中で打ち切った値であることに注意したい。コンピュータは分数をそのまま扱うことはできない。

x* = 20/11= 1.81818


y* = 28/11= 2.54545

　初期値の与え方は重要である。それは次のようにあらかじめ初期値（x[0]=2.81818, y[0]=4.54545）を与えて同じように微分方程式を解き、軌跡をプロットしてみれば分かる。初期値として循環小数を小数点5桁で打ち切っている。

DSolve[{x'[t]y[t]-2.5x[t]+2,y'[t]x[t]-1.5y[t]+2,x[0]2.81818,y[0]4.54545},{x[t],y[t]},t]

Plot[Evaluate[{x[t],y[t]}/.%],{t,0,20},PlotRange {0,6}]

ParametricPlot[{Evaluate[{x[t],y[t]}/.%%]},{t,0,18},PlotRange{{1,4},{1,5}},AspectRatio  1]
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　数学的には同一の結果になるはずである。ところが、カオス的な振る舞いは見せないにしても、t=15を過ぎた頃から均衡値を離れて発散することは共通する。初期値を

x[0]= 20/11+1.0


y[0]= 28/11+2.0

と分数で与えても同じである。

 このように、カオス化が起こるか起こらないかは別にして、いずれも永遠の均衡状態を保つのは不可能だということになる。

カオスの理論

　いわゆるカオス（Chaos）理論について、経済学者からは一部
を除いて胡散臭いものにみられているようである。複雑系の理論となると多少は支持者も増えるかと思われるが
、古くからのCybernetics、Catastropheと併せて4つのC（four C’s）のうち、昨今のChaosとComplexityを結合してchaoplexologyとからかう人もいる
。しかし、この4Cも長い知見の蓄積を経て次第に共通の思考が形成されつつあるというのが公平な評価であろう
。特にコンピュータの発展と普及により、カオスという現象はもはや当たり前の現象になったといってよい
。

　カオスのもっとも単純なモデルはメイ（Robert M. May）が詳細に分析した


xt+1 =  a xt(1-xt)

という差分方程式の動作である
。単純な二次方程式であるにも拘わらず、パラメータaの値が大きくなっていくにつれ、単調収束、周期性、カオス性が現れる。それだけでなくカオス性が現れた後でもその後再び周期性が復活するなどまさに典型的なカオスモデルである。単なる数学理論にとどまらず、昆虫の突然の繁殖などの現実の説明にもなるといわれる。当然のことながら、Mathematicaでもこのモデルの分析は詳細に行われており
、今更ここに付け加えるものはないが簡単に要点を述べておく。

たとえば、初期値がx=0.0001、パラメータaが3.2の場合、

a=3.2;

f[x_]:=a*x*(1-x);

z=NestList[f,0.0001,50];

ListPlot[z, PlotJoined  True]
あるいはより直截に次のようなスクリプトを実行すると

x=0.0001;z=Table[x=3.2 x(1-x),{50}];
ListPlot[z, PlotJoined  True]
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の様な周期解になる。横軸は時間である。なぜこのような動作を示すのかというと、f(x)=ax(1-x)という関数を描き、45度線で軌跡を折り返す図を書くことで理解される。
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同じ条件でパラメータをやや大きくしてa=3.646にすると、

x=0.0001;
z=Table[x=3.646 x(1-x),{50}];
ListPlot[z, PlotJoined  True]
xtの値は以下のような無秩序の軌跡を示す。
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単純な規則的動きが結果としてあたかもランダムな無秩序状態を生み出す。先ほどの微分方程式の図と見比べてほしい。先ほどはt=15あたりからランダム化し、こんどはt=10あたりからランダム化するというのは単なる偶然である。

パラメータをさらに少し増大させ、a=3.838にすると、
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の様に、再び周期解になる。

このように秩序と無秩序の弁証法的総合、決定論と偶然論の止揚ともみえるカオスの発見は、微細な初期条件の差、あるいは微細な環境（パラメータ）の変化が突然の大変動をもたらす現象の不可避性を示唆する。時系列的予測と環境適応の不可能性を暗示する。しかしこの事実を知ることによって、逆に予測と環境適応を可能にすることもある。カオスはその背後に規則がある（その点ではいわゆるランダム性とは異なる）ように、完全にでたらめな動きではない。でたらめの中に秩序がある。脳波や心拍にはまさにカオス的動きが見いだされているが、その中に規則性の存在を示唆するのはむしろカオス理論である。不規則性の中に規則性を見いだし、秩序の中に無秩序を見いだそうとすることにカオス理論の真骨頂がある。

カオス化の理由

　メイのモデルについてはかなり数学的研究が進んでいる。一方、微分方程式のカオス化は一体どのようなときに起こるのか。

　まず、最初に例示した安定均衡および不安定均衡モデルではまさに理論どおりカオス化も発散現象も起こらないことを報告しておこう。

DSolve[{x'[t]y[t]-2x[t]+2,y'[t]x[t]-2y[t]+2},{x[t],y[t]},t]

%/.{C[1]1.,C[2]2.}

Plot[Evaluate[{x[t],y[t]}/.%],{t,0,20},PlotRange{-1,10}]
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　それでは最初に想定した均衡値が分数値で、循環小数の場合に初期値の指定にブレが出てそれが後に影響するという仮説はどうであろうか。

DSolve[{x'[t]y[t]-2x[t]+2,y'[t]x[t]-2.5y[t]+2},{x[t],y[t]},t];

%/.t0

%%/.{C[1]1.,C[2]2.};

Plot[Evaluate[{x[t],y[t]}/.%],{t,0,20},PlotRange{-1,10}]

ParametricPlot[{Evaluate[{x[t],y[t]}/.%%]},{t,0,20},PlotRange{{-1,10},{-1,10}}]
というスクリプトを投げるとやはりカオス化する。実は、均衡値が正の整数でもカオス化するのである。以下は（2, 3）の場合である。

DSolve[{x'[t]y[t]-2x[t]+1,y'[t]x[t]-2y[t]+4},{x[t],y[t]},t];

%/.t0

%%/.{C[1]1,C[2]2};

Plot[Evaluate[{x[t],y[t]}/.%],{t,0,20},PlotRange{-1,10}]

ParametricPlot[{Evaluate[{x[t],y[t]}/.%%]},{t,0,20},PlotRange{{-1,10},{-1,10}}]
 {{x[0]2+C[1],y[0]3+C[2]}}
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　このようにしてさまざまな事例を確かめたところ、均衡解が非対称の時にカオス化が起こるという暫定的な結論を得た。いわば異質の個体間の協調はごく小さなきっかけで大きくバランスを崩す（ことがあり得る）という結論である。ただ、この現象は安定均衡の場合に限らない。不安定均衡で発散している場合でも、カオス化する場合がある。

ただし原因は今のところ不明である。Mathematicaの内部解法の問題か。コンピュータの近似計算（有限性、離散性）という本質的問題か。あるいは他に何らかの理由があるかもしれない。

　次のスクリプトのように、数値解（DSolveでなくNDSolveを使う）を求めると正常であることも報告しておく。

NDSolve[{x'[t]y[t]-2.5x[t]+2,y'[t]x[t]-1.5y[t]+2,x[0]20/11+1.0,y[0]28/11+2.0},{x[t],y[t]},{t,0,20}];

Plot[Evaluate[{x[t],y[t]}/.%] ,{t,0,20}, PlotRange {0,6}]

ParametricPlot[{x[t],y[t]}/.%% ,{t,0,20}, PlotRange{{1,4},{2,5}}]
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ランチェスターの法則

　リチャードソンよりもさらに古く、一騎打ち的戦闘の場合（第一法則）と、空中戦の様に集中攻撃が可能な場合（第二法則）をモデル化したのがランチェスター（Frederick W. Lanchester）である
。微分方程式で表すと、第一法則は


dm/dt= -a


dn/dt= -b

第二法則は


dm/dt= -an


dn/dt= -bm

となる。このうち、mとnは兵員数でaとbは武器効率である。明らかな不安定均衡であるが、戦闘状態にある2軍の描写であるから、不安定はむしろ自然だともいえる。パラメータaとbは相手の攻撃力と自軍の防御力を総合的に表すと考えられる。第二法則では、積分すれば

b(m(0)2-m(t)2)=a(n(0)2-n(t)2)


(m(0)2-m(t)2)=E(n(0)2-n(t)2)

であることが確かめられる。E=a/bである。係数aとbがほぼ等しい場合、初期兵力の2乗の差に依存して後の残存兵力が決まってくることが分かる。

 この微分方程式はそのままではカオス化しないようである。ただし、簡単な定数を入れる（dm/dt= -5m-4）などして「異物」を挿入することでカオス化する（ただし、常にカオス化するとは限らない）。

DSolve[{m'[t]-5n[t]-4,n'[t]-4m[t]},{m[t],n[t]},t];

%/.t0

sol=%%/.{C[1]2,C[2]2};

Plot[Evaluate[{m[t],n[t]}/.sol],{t,0,1},PlotRange{-1,4}]

Plot[Evaluate[{m[t],n[t]}/.sol],{t,0,20},PlotRangeAutomatic]

Plot[Evaluate[{m[t],n[t]}/.sol],{t,8,10},PlotRangeAutomatic]

ParametricPlot[{Evaluate[{m[t],n[t]}/.sol]},{t,0,10},PlotRange{{-1000,1000},{-1000,1000}}]
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簡単に微分方程式が解ける状況にある今日、上記方程式を一般化すれば、


dm/dt= -an-cm+e


dn/dt= -bm-dn+f

となり、まさにリチャードソンモデルに形式上は一致する。自国は他国の兵力の大きさにより死傷者が出るが、自国の兵力が減少すれば兵力を増強するし兵力が大きければ減らそうとするかあるいは効率が低下する。このように意味づければ、ランチェスターモデルは形式的に上記微分方程式モデルの特殊ケースと理解される。それ故、ランチェスターモデルにおいてもリチャードソンモデルと同じ問題が内在することになる。

コンピュータ・シミュレーションと現実

　以上、単純な数理モデルでカオス現象が普遍的にみられることを確認してきた。これは言うまでもなく数理解析では見いだされることの少ない事実である。コンピュータによるシミュレーションが汎用的に利用されることで発見された現象である。

ここに認識論的アポリアが発生する。それはすなわち次の問題である。もともと数理モデルは現実の近似である。現実の一側面を抽出したモデルである。その数理モデルの近似解がコンピュータ・シミュレーションである。繰り返すが、たとえば数学的実数をコンピュータは近似的にしか計算できない。有限桁での近似と離散化が避けられないのである。つまりコンピュータのシミュレーションは近似モデルのさらに近似モデルなのである。このことはコンピュータが現実からさらに遠ざかることを意味するのであろうか。しかし数理世界は現実そのものではない。むしろコンピュータ世界の方が現実に近い。現実世界には、たとえば実数そのものは存在しない。初期点といっても幅がある。数理世界はまさに空想世界である。理論という抽象の世界である。コンピュータの世界こそ現実に近いともいえる。理論の世界から見れば近似的であるが、コンピュータの有限性はむしろ現実社会の反映である。かくして現実の近似の近似は現実に回帰（Uターン）する。近似の近似は空想世界に飛び立つのではない。周り巡って現実世界に戻るのである。

しかし、果たして現実はいかなる意味でカオスなのか。

コンピュータの世界はたしかに原因不明の変動に満ちあふれている。ハードディスクは突然フリーズし使えなくなる。ソニー製リチウムイオン電池の発火事故の原因はいまだに不明である（本稿が公刊されるまでには究明されているかもしれないが）。今まで、発火の原因と現象が同じものは二つとないという。温度上昇に対する4重5重もの安全装置をなぜかいくぐって発火したのか。

自動車産業は日本人の得意な摺り合わせ技術によって最先端を走っているといわれる。しかし、単に部品を組み合わせればいいと思われるパソコンでもさまざまな個性が現れる。同一の部品で組み立てても、できあがったマシーンに同じものは二つとない。うまく摺り合わされていたと思われた製品も、ある時突然何の前触れもなく崩壊する。それが理論と異なる現実世界である。

現実はすでに古典力学から量子力学の世界へ転換している
。まさに不確定性原理の世界である。
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