
MotiveとL-関数の値について

千田 雅隆

目 次

1 Chow motives and Grothendieck motives 2

1.1 Chow groups . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.2 Rational equivalence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.3 Homological equivalence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.4 Numerical equivalence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.5 Correspondence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.6 Category of motives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.7 Realization functor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2 Beilinson-Bloch conjecture 6

3 Galois representations and Selmer groups 8

4 Bloch-Kato Conjecture 9

5 Equivariant Tamagawa Number Conjecture 13

5.1 Determinant functor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

5.2 Conjecture “Mot∞” . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

5.3 Galois cohomology . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

5.4 Equivariant Tamagawa number conjecture . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

6 Number fields 18

6.1 Class number formula . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

6.2 Iwasawa main conjecture . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

6.3 Equivariant Tamagawa number conjecture . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

7 Elliptic curves 20

7.1 Birch and Swinnerton-Dyer conjecture . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

7.2 Iwasawa main conjecture . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

7.3 Tamagawa number conjecture . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

8 Modular forms 24

8.1 Modular motives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

8.2 Bloch-Kato conjecture . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

8.3 Iwasawa main conjecture . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

8.4 Tamagawa number conjecture . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

1



1 Chow motives and Grothendieck motives

1.1 Chow groups

X を体 k上定義された d次元の smooth projectiveな代数多様体とする. このとき X の codi-

mension(余次元)rの既約な閉部分代数多様体の生成する自由 abel群を Zr(X)と書くことにする.

つまり,

Zr(X) :=
{ ∑
有限和

nαZα

∣∣∣nα ∈ Z, Zαは既約な余次元 rのX の閉部分代数多様体
}

とおく. Zr(X)の元を codimension rの algebraic cycleと呼ぶ. この部分群として

Zr
num(X) : = {Z ∈ Zr(X) |Z∼num0 }

Zr
hom(X) : = {Z ∈ Zr(X) |Z∼hom0 }
Zr
rat(X) : = {Z ∈ Zr(X) |Z∼rat0 }

を定める. これらの同値関係はこのあと述べる. さらに

CHr(X) : = Zr(X)/Zr
rat(X)

CHr
num(X) : = Zr

num(X)/Zr
rat(X)

CHr
hom(X) : = Zr

hom(X)/Zr
rat(X)

と定義する. これらはChow群と呼ばれる重要な群である.
⊕

r∈ZCHr(X)には intersection prod-

uctによる積の構造が入り, Chow ringと呼ばれる.

1.2 Rational equivalence

Zr(X)の元, つまり codimension rの algebraic cycle Z がX の codimension r − 1の部分代数
多様体 Yαと Yα上の関数 fαによって Z =

∑
α div fαと書けるとき, Z は 0と有理同値であると

いい, Z∼rat0と書くことにする.

1.3 Homological equivalence

まずWeil cohomologyの復習をする. K を標数 0の体とする. Smooth projective varietyの
category から K 上の anti-commutative な graded vector space の category への contravariant

functor X 7→ H∗(X) =
⊕

i∈ZH
i(X)がK-係数のWeil cohomologyであるとは次の六つの条件を

満たすことであった.

1. (Finiteness) Xが既約なときH i(X)はK上の有限次元vector spaceで 0 ≤ i ≤ 2d = 2dimX

以外に対してはH i(X) = 0.

2. (Poincare duality) Cup product H i(X) ×H2d−i(X) → H2d(X) ∼= K は任意の 0 ≤ i ≤ 2d

に対して perfect pairing.

この sectionは山内卓也氏による室蘭工大での motiveの理論の概説講演を下に書かせていただいた.
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3. (Künneth formula) 任意のX,Y に対して

p : X × Y → X, q : X × Y → Y

をそれぞれ projectionとするとき a⊗ b 7→ p∗(a)⊗ q∗(b)は同型

H∗(X)⊗H∗(Y )
∼=→ H∗(X × Y )

を与える.

4. (cycle map) ある準同型
clrX : CHr(X)⊗Q→ H2r(X)

があって, 次を満たす.

(i) (functioriality) morphism f : X → Y に対して

f∗ ◦ clrY = clrX ◦f∗

及び
f∗ ◦ clrX = clrY ◦f∗

を満たす. ここで f∗ : H
∗(X)→ H∗(Y )は f∗ : H∗(Y )→ H∗(X)の transpose.

(ii)(multiplicativity) Z ∈ CHr(X)及び Z ′ ∈ CHs(Y )に対しては

clr+s
X×Y (Z × Z ′) = clrX(Z)⊗ clsY (Z

′).

(iii) (non-triviality) P を 1点とするとき

CH0(P ) = Z→ H0(P ) = K

は canonicalな inclusion.

5. (Weak Lefschetz) 任意の滑らかな hyperplane section j : W ↪→ X に対して j∗ : H i(X) →
H i(W )は 0 5 i 5 d− 2のとき同型で 0 5 i 5 d− 1に対しては単射.

6. (Hard Lefschetz) hyperplane section W に対し, w = cl1X(W ) ∈ H2(X)とおいて, Lefschetz

operator LをH i(X) ∋ x 7→ x · w ∈ H i+2(X)によって定める. このとき Li : Hd−i(X) →
Hd+i(X) (i = 1, . . . , d)は同型.

例えば, ℓ-adic étale cohomology H∗
ét(X×kk,Qℓ), Betti cohomology H∗

B(X(C),Q), de Rham

cohomology H∗
dR(X,Q), crystalline cohomology H∗

crys(X)などはWeil cohomologyであることが
知られている.

いま, Weil cohomology をひとつ fixする. codimension rの algebraic cycle Zが clrX(Z) = 0を
満たすとき, Z は 0と homologicalに同値であるといい, Z∼hom0と書くことにする.

1.4 Numerical equivalence

codimension rの algebraic cycle Z が任意の codimension d− rの algebraic cycle Z ′に対して
(Z,Z ′) = 0を満たすとき, Z は 0と numericalに同値であるといい, Z∼num0と書くことにする.

Standard conjectureによって∼hom = ∼numと予想されている.
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1.5 Correspondence

いま algebraic cycleの同値関係∼∗, ∗ ∈ {rat,hom, num}をひとつ選び,

Ar(X) := Zr(X)/Zr
∗(X)

とおく. 整数 sに対して次数 sの代数的対応 (Correspondence)を

Corrs(X,Y ) := As+d(X × Y ), d = dimX

と定める. さらに積

Corrr(X,Y )× Corrs(Y, Z) ∋ (u, v) 7→ v · u ∈ Corrr+s(X,Z)

を v · u := prXZ∗(prXY
∗(u) · prY Z

∗(v))と定義する. 但し ·は intersection productであり pr··は
X × Y × Z からの projection.

また, p ∈ Corr0(X,X) = CHd(X ×X)が p · p = pを満たすとき pを projectorという.

1.6 Category of motives

いま algebraic cycleの同値関係∼∗, ∗ ∈ {rat, hom, num}をひとつ選ぶ. 同値関係∼∗に付随す
るmotiveの categoryM∗

kを次のように定義する.

1. (Object)M∗
kの objectは三つ組 (X, p, r)から成る. ここでXは smooth projectiveな代数多

様体, p = p · p ∈ Corr0(X,X)は projector, rは整数である. (rは Tate twistに対応)

2. (Morphism) M1 = (X, p, r), M2 = (Y, q, s)に対して

HomM∗
k
(M1,M2) := q · Corrs−r(X,Y ) · p

と定義する.

M∗
k の objectは motiveと呼ばれる. Mrat

k は Chow motiveの category, Mhom
k は homological

motiveまたはGrothendieck motiveの categoryと呼ばれている.

このとき category M∗
k は additive であり Q-linear category である. いま, M1 = (X, p, r),

M2 = (Y, q, r)に対して
M1 ⊕M2 := (X ⨿ Y, p⊕ q, r)

と定める. さらに End(M) := HomM∗
k
(M,M)とおく. M = (X, p, r)に対して f = p · f · p ∈

End(M)が projectorなら

M = (X, p · f · p, r)⊕ (X, p− p · f · p, r)

と分解できる.

さらに categoryM∗
kには

(X, p, r)⊗ (Y, q, s) := (X × Y, p× q, r + s)

によって tensor productが定義できる.

代数多様体Xに対してh(X) = (X, id, 0)とおく. また1 := (Spec(k), id, 0)をunit motiveといい,

L := (Spec(k), id,−1)をLefchetz motiveという. M = (Spec(k), id, r)はTate motiveと呼ばれる
こともある. 定義により (X, p, 0)⊗L⊗n = (X, p,−n)であり,任意のmotive Mはある代数多様体X

とある整数 rに対してh(X)⊗Lrの直和因子となる. 実際, projector p ∈ Corr0(X,X) = End(h(X))

に対して
M = (X, p, r) = p · h(X)⊗ L⊗−r ⊂ h(X)⊗ L⊗−r

となっている.
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1.7 Realization functor

ここではM∗
kは Chow motiveまたはGrothendick motiveの categoryとする. いまWeil coho-

mology H∗をひとつ選び, 自然な functorM∗
k → V ecK を以下のように構成する.

H∗ は covariant functorであったので morphism f : X → Y によって induceされる mapを
f∗ = H∗(f) : H∗(Y ) → H∗(X)と書き, K-linear map f∗ : H∗(X) → H∗(Y )を f∗の transpose

とする.

M = (X, p, r)と書いたとき pは projectorであった. σ ∈ H i(X)に対して

p∗(σ) := pr2∗(cl
d
X×X(p) ∪ pr∗1(σ)) ∈ H i(X)

とおく. ここで pr1はX ×Xから第一成分への projection, pr2は第二成分への projectionである.

つまり p∗は

p∗ : H
∗(X)

pr∗1→ H∗(X ×X)
cldX×X(p)∪
→ H∗(X ×X)

pr2∗→ H∗(X)

という合成である. このとき realization functor

H∗ =
⊕
i∈Z

H i :M∗
k → V ecK

をM = (X, p, r)に対し

H i(M) := Im [p∗ : H
i+2r(X)→ H i+2r(X)]

と定義する.

いま∆XをX×Xの対角成分 (diagonal cycle)とすると, ∆X ∈ CHd(X×X)なので, その cycle

mapでの像 [∆X ] ∈ H2d(X ×X)に対して

[∆X ] =
2d∑
i=0

πi
X , πi

X ∈ H2d−i(X)⊗H i(X)

を∆Xの定める cohomology classのKünneth分解とする. このときπi
XはCorr0(X,X)のprojector

に持ち上がると仮定する. 定義より πi
X ∈ Corr0(X,X)なら自動的に πi

Xは projectorになる. (一般
にこのことが成り立つと予想されている (Hodge予想の系)) いま整数 rに対して,Mhom

k のmotive

hi(X)(r)を
hi(X)(r) := (X,πi

X , r)

と定義する. r = 0のときは簡単に hi(X)と書くことにする. よって, 上の仮定の下で

H∗(hi(X)) = H i(X)

であり,

(X,∆X , r) =

2d⊕
i=0

hi(X)(r)

となる. ゆえに上のことが成り立っていればh(X) = (X,∆X , 0)と置いたとき, H∗(X) = H∗(h(X))

となる. これらはXが curveのときには成立する. このとき h0(P1)(0) ≃ 1, h2(P1)(0) ≃ Lとなる.

Chow motiveまたはGrothendieck motive M に対して

Mℓ := H∗
ét,ℓ(M)
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をM の ℓ-adic realization,

MB := H∗
B(M)

をM の Betti realization,

MdR := H∗
dR(M)

をM の de Rham realization,

Mcrys := H∗
crys(M)

をM の crystalline realizationという.

2 Beilinson-Bloch conjecture

ここではmotiveの L-関数のある整数点における零点の位数に関するBeilinsonとBlochの予想
についてまとめておく.この予想は後で説明するBirch and Swinnerton-Dyer conjectureの拡張で
ある.

まず始めにXを代数体K上定義された smooth projectiveな代数多様体とする. H i
ét(X×K,Qℓ)

を ℓ-進étale cohomologyとするとき, これはQℓ上の有限次元 vector spaceになり, H i
ét(X×K,Qℓ)

にはK の絶対Galois群Gal(K/K)が作用している. これによりX に付随するGalois表現

ρX,ℓ : Gal(K/K)→ Aut(H i
ét(X ×K,Qℓ))

が得られる. いま素点 vでの Euler factorを v - ℓのとき

Pv(H
i(X), s) := det(1− Frobv ·NK/Q v−s|H i

ét(X ×K,Qℓ)
Iv),

v|p = ℓのとき

Pv(H
i(X), s) := det(1− φ[K0:Qp] ·NK/Q v−s|(H i

ét(X ×K,Qp)⊗Bcrys)
Dv)

と置く. (Bcrys は Fontaineの定義した環) このときX の L-関数 L(H i(X), s)を

L(H i(X), s) :=
∏

v:prime

Pv(H
i(X), s)−1

と定義する. すべての X に対する bad primeで表現が crystalline(後で定義する)なら, これは ℓ

に依らずに決まる関数である. ここで Iv := Gal(Kv/Kv
ur)は vでの惰性群 (Kur

v はKv の最大不
分岐拡大) であり Frobv は vでの geometric Frobenius. Dv := Gal(Kv/Kv)を分解群とするとき
q = #Fv 乗写像である arithmetic FrobeniusはDv/Iv ∼= Gal(Fv/Fv)の生成元であり, geometric

Frobeniusはその逆写像である.

この L-関数は全複素平面上に有理型に解析接続され関数等式を満たすと予想されている. また,

この関数等式の形は Betti cohomologyのHodge分解

H i
B(X(C),C) =

⊕
p+q=i,p,q≥0

Hp,q(X)

の形で決まる. 複素共役を cとすれば

c(Hp,q(X)) = Hq,p(X)
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となる. (H2r
alg(X) = H2r

B (X(C),Q)∩Hr,r(X)の元はHodge cycleと呼ばれている. なお standard

conjecture により clrX(CHr(X)) = H2r
alg(X) と予想されていることに注意しておく) ついでに

H i
dR(X,C)の Hodge filtrationを定義しておく. 比較同型 H i

dR(X,C) ∼= H i
B(X(C),C)を使って

H i
dR(X,C)のHodge filtrationを

F pH i
dR(X,C) :=

⊕
j+q=i,j≥p

Hj,q(X)

と定める. また,

Hp,±(X) := {x ∈ Hp,p|xc = ±x} (cは複素共役)

とおく.

いま,

hp,q := dimCHp,q(X), hp,± := dimCHp,±(X)

とおき, また
ΓR(s) := π−s/2Γ(s/2), ΓC(s) := 2(2π)−sΓ(s)

と定める. iが奇数のとき L-関数の無限素点での factor (Γ-factor)を

L∞(H i(X), s) :=
∏

p<q,p+q=i

ΓC(s− p)h
p,q

とおき, iが偶数のときは

L∞(H i(X), s) := ΓR(s−
i

2
)h

i/2,+
ΓR(s−

i

2
+ 1)h

i/2,− ∏
p<q,p+q=i

ΓC(s− p)h
p,q

とおく. このとき関数等式は

L(H i(X), s)L∞(H i(X), s) = ε(X, s)L(H i(X), i+ 1− s)L∞(H i(X), i+ 1− s)

の形になると予想されている. ここで ε(X, s)は exponential factor.

i/2より小さい整数mに対して L∞(H i(X), s)が s = mで極を持たないとき, mは criticalであ
るという. 関数等式を使うことで i/2より大きい整数mに対しても同様に定義する.

さて, L-関数の整数点での零点の位数に関して Beilinsonと Blochは次のように予想した.

予想 2.1 (Beilinson, Bloch)

rankZCHr
hom(X) = ords=rL(H

2r−1(X), s)

が成り立つ. ただし右辺の ordというのは零点の位数をあらわす.

この予想は s = rでの予想であるが, 全ての整数点に関する予想は後で再度述べる.

この予想は簡単に代数体K上のChow motive M = (X, p, r)に拡張できる. つまりMℓをM の
ℓ-adic realizationとするとき, 先と同様にMℓはQℓ上の有限次元 vector spaceでQの絶対Galois

群が作用しているので, Galois表現

ρM,ℓ : Gal(K/K)→ Aut(Mℓ)

が得られ, 先と同様に vでの Euler factorを v - ℓのとき

Pv(M, s) := det(1− Frobv ·NK/Q v−s|M Iv
ℓ ),
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v|p = ℓのとき
Pv(M, s) := det(1− Frobv ·NK/Q v−s|(Mp ⊗Bcrys)

Dv)

と置いてmotive M の L-関数を

L(M, s) :=
∏

v:prime

Pv(M, s)−1

と定義できる. この L-関数も全複素平面上に有理型に解析接続され同じ形の関数等式を満たすと
予想されている. いま, j ̸= w+2rならばHj

dR(M) = 0となるときChow motive M = (X, p, r)は
pure weight wを持つという. この定義は比較同型があるので他の cohomologyを取っても同じであ
る. 例えばM = hi(X)(r)ならばM は pure weight w = i− 2rを持つ. またmotive M = (X, p, r)

に対する Chow群を
CH i(M) := p · CH i(X)

と定義する. このとき Beilinson-Bloch予想は

rankZCH
(w+1)/2
hom (M) = ords=(w+1)/2L(M, s)

となる.

Chow群CH i
hom(X)への projectorの作用がwell-definedではないので, この予想はそのままで

はGrothendieck motiveまでは拡張できない. 例えば一般にmodular formに付随するmotiveは
Grothendieck motiveとしてとれることがSchollによって証明されているが,そのままではBeilinson

と Blochによる予想が定式化できない. そこで ℓ-adic Abel-Jacobi mapを用いた定式化を紹介す
る. いま代数多様体X に対し ℓ-adic Abel-Jacobi map

ΦX,ℓ : CH i
hom(X)⊗Q→ H1(Gal(K/K),H2i−1

ét (X ×K,Qℓ)(i))

が定義できる. これを用いると, M ⊂ h2i−1(X)(i)に対して

ΦM,ℓ : CH i
hom(X)⊗Q→ H1(Gal(K/K),Mℓ)

が定義できる. このときの予想は

dimQℓ
Im(ΦM,ℓ) = ords=iL(M, s)

となる. この予想は Jannsenによる ℓ-adic Abel-Jacobi mapの単射性の予想も含んでいることに
注意する.

3 Galois representations and Selmer groups

ここでは一般のGalois表現の compatible system {Vp}pに対してBloch-Kato [2]による Selmer

群及びTate-Shafarevich群を定義を紹介する. Kを代数体とし, VpをQp上の d次元 vector space

でK の絶対 Galois群 GK = Gal(K/K) が作用していると仮定する. 代数体K の素点 vに対し
て Iv = Gal(Kv/K

ur
v )を惰性群Dv = Gal(Kv/Kv)を分解群とする. いま Vpに付随するGalois表

現を
ρp : GK → Aut(Vp) ∼= GLd(Qp)
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と書くことにする. ある素点の有限集合 Sが存在して, 任意の素点 vに対して, v ̸∈ S ∪ {p|p}なら
ば vでの Frobeniusの固有多項式

det(1− ρp(Frobv)T ) = det(1− Frobv · T |Vp
Iv)

はQp-係数の多項式でかつ pに依らないで決まるとき {Vp}pは strictly compatible systemである
という. {Vp}pは strictly compatible systemであると仮定する. 各 pに対して Vpの中にGQ-stable

な rank dの lattice Tpを取り,

Ap := Vp/Tp

とおく. また整数 j に対して Vp(j) = Vp ⊗ Zp(j) とする. ここで Zp(j) = Zp(1)
⊗n, Zp(1) =

lim←−n
µpn = lim←−n

{ζ ∈ Q|ζpn = 1} と書いた. このとき

H1
f (Kv, Vp(j)) :=

ker(H1(Dv, Vp(j))→ H1(Iv, Vp(j))) v - p,

ker(H1(Dv, Vp(j))→ H1(Dv, Vp(j)⊗QpBcrys)) v|p

として,

H1
f (Kv, Ap(j)) := π∗H

1
f (Kv, Vλ(j))

とおく. ただし πは projection Vp(j)
π→ Ap(j)である. このとき Tpの Selmer群を

H1
f (K,Ap(j)) := ker

H1(K,Ap(j))→
∏

v:place

H1(Kv, Ap(j))

H1
f (Kv, Ap(j))


と定義する.

4 Bloch-Kato Conjecture

ここで述べる Bloch-Kato conjectureは L-関数の全ての整数点における値を予想する.

M を Q上の Chow motiveまたは Grothendieck motiveとする. Mp を p-adic realization (Qp

上の有限次元 vector space), MB を Betti realization (Q上の有限次元 vector space), MdR を de

Rham realization (Q上の有限次元 vector space) とする.

p ̸= ℓのときは

H1
e (Qℓ,Mp) := 0, H1

g (Qℓ,Mp) := H1(Gal(Qℓ/Qℓ),Mp)

とし, p = ℓのときは

H1
e (Qp,Mp) := ker(H1(Dp,Mp)→ H1(Dp,Mp⊗QpB

f=1
crys )),

H1
g (Qp,Mp) := ker(H1(Dp,Mp)→ H1(Dp,Mp⊗QpBdR))

とおく. また,

Dcrys(Mp) := H0(Dp,Mp⊗QpBcrys) = (Mp⊗QpBcrys)
Dp ,

DdR(Mp) := H0(Dp,Mp⊗QpBdR) = (Mp⊗QpBdR)
Dp ,

Di
dR(Mp) := H0(Dp,Mp⊗QpB

i
dR) = (Mp⊗QpB

i
dR)

Dp
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と定義する. このとき p-adic Hodge theoryにより,

MdR⊗QBdR

∼=→Mp⊗QpBdR

という同型があるのでDpで固定される部分をとれば

θp : MdR⊗QQp
∼=→ DdR(Mp)

という filtrationを保つmapが得られる. (MdRにはHodge filtration, DdR(Mp)にはDi
dR(Mp)に

より filtrationが入っている)

p =∞に対しては
θ∞ : MdR⊗QR

∼=→ (MB⊗C)+

とする. ここで+は複素共役による不変部分である.

いま TBをMBの full rank latticeとし TB ⊗Af はGal(Q/Q) -stableとする. pを有限素点とす
るとき, ほとんど全ての ℓに対してH0(Ip, TB ⊗Qℓ/Zℓ)は divisibleであると仮定する. ただし Af

は finite adéle. (この条件を満たす TBが一般に存在することは証明されてないが, ほとんど全ての
pに対して上の条件が成り立つようなものが存在することは証明されている)

このとき, あるQ上の有限次元 vector space H1
f (M)が存在して

R∞ : H1
f (M)⊗ R

∼=→ (MdR ⊗ R)/(F rMdR ⊗ R+ (MB⊗R)+)

RGal : H
1
f (M)⊗ Af

∼=→ H1
f (Q,MB ⊗ Af )

を満たすと仮定する. Beilinson conjectureによりM = hi(X)(r)で X が regular, proper flat

model X を持つ場合は w = i− 2r ̸= 1に対しては

H1
f (M) = Im(H i+1

M (X ,Q(r))→ H i+1
M (X,Q(r))),

w = i− 2r = 1に対しては
H1

f (M) = CHr
hom(X)

と取れると予想される. ここで

H i
M(X,Q(r)) := (K2r−i(X)⊗Q)(r) = grrγ(K2r−i(X))⊗Q ∼= CHr(X, 2i− r)⊗Q

はmotivic cohomology. ((r)は k-th Adams operatorの固有値 kr に対応する eigenspace, γは γ-

filtration, CHr(X,m)は高次 Chow群, 最後の同型は Blochにより証明された) 一般にもmotivic

cohomologyを使って書くことが出来ると予想されている. (後でもう一度説明を加える)

R∞ のmapの行き先は Deligne coholomogy H i+1
D (X,R(r))に等しい. 上の仮定の下で R∞ は

regulator map, RGalは Chern class mapにより induceされる.

ここで
Tℓ := Im(TB →Mℓ)

と置けばこれはMℓの中のGal(Q/Q)-stableな full rank lattice. また,

A(R) := (MdR ⊗ C/(F 0MdR ⊗ C+ TB))
+

とおく. ただし TBは比較同型MdR⊗C ∼= MB⊗Cを用いてMdR⊗Cの latticeとみている. A(R)
は locally compactである. このとき定義から自明に

MdR/F
0MdR → A(R)

10



が定まる. さらに完全系列

0→ Qp → Bf=1
crys ⊕B0

dR → BdR → 0

に TB ⊗ Ẑを tensorした後に contineous cohomologyを取って得られる連結準同型は exponential

map

exp : DdR/D
0
dR → H1

f (Qp, TB ⊗ Ẑ)

を与える. これはもし Vpが de Rham表現, つまり, dimQp DdR(Vp) = dimQp Vpならばこれは同型
になる. いま同型

ω : DetQ(MdR/M
0
dR)→ Q

をひとつ決めると, 先に定義した θpを用いて,

ωp : DetQp(DdR(Mp)/D
0
dR(Mp))→ Qp

が定まる. ここでDetは determinant functor (あとで述べる). この場合は dimensionの分のwedge

productをとればよい.

以上のことを使ってQpまたは RのHaar measureから induceされる測度 µp,ω (p ≤ ∞)を

A(Qp) := H1
f (Qp, TB ⊗ Ẑ)

及びA(R)に入れることが出来る. (DetQ(MdR/M
0
dR)には total measureが 1となる測度を入れる)

もしMpが crystalline表現 (つまり dimQp Dcrys(Mp) = dimQp Mp) でかつ, j − i < pという関
係をみたす整数 i ≤ 0, j ≥ 1が存在して

Di
dR(Mp) = DdR(Mp), D

j
dR(Mp) = 0

となるなら, strongly divisible lattice Dから構成される sublattice Tpが存在して

µp,ω(H
1
f (Qp, Tp)) = |Pp(M, 0)|p = | det(1− Frobp · p0|Dcrys(Mp))|p

を満たす.

例えば, X が pで good reductionを持てばMp は crystalline表現である. 実は SpecZの non-

empty open subset U が存在して, p ∈ U ならば任意の ℓ ̸= p に対し Mℓ は p で unramified

(M
Ip
ℓ = Mℓ), Mpは crystallineとなることが知られている. また, X が pで good reductionを持

ち, dimX ≤ (p− 2)/2であれば上に書いた条件はすべて満たされることが知られている.

ℓ ̸= pでMℓは pで unramifiedならば

#H1
f (Qℓ, Tp) = |Pp(M, 0)|−1

ℓ

であり, また
µp,ω(A(Qp)) = µp,ω(H

1
f (Qp, Tp)) ·

∏
ℓ ̸=p

#H1
f (Qp, Tℓ)

であるので, もし上で挙げた条件がすべて満たされるのならば

µp,ω(A(Qp)) = det(1− Frobp · p0|Dcrys(Vp))

である.
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一般の motiveに対して, pを有限素点とするとき任意の ℓに対して Euler factor Pp(Mℓ, x)は
Q[x]の元であり, ℓに依らずに決まると予想されている. pで good reductionを持つなら Euler

factorは ℓに依らずに決まる.

Sを∞及びXの p-adic representationに関して先に挙げた条件をひとつでも満たさない prime

を全て含むような素数の有限集合とする. (このようなものは上に書いた事実から高々有限である
ことが分かる) M の weightが−3以下であるとすると

LS(M, 0)−1 =
∏
p̸∈S

Pp(M, 0) =
∏
p ̸∈S

µp,ω(A(Qp))

は収束する. (Pp(M, 0)は pでの Euler factorであった) よって, このときは

A(R)×
∏
p

A(Qp)

上の Tamagawa measure µを
µ :=

∏
p≤∞

µp,ω

によって定義することが出来る. これは同型 ω : detQ(MdR/MdR)→ Q の取り方に依らない.

さらに
A(Q) := i−1(R(H1

f (M)))

(ただし i : H1
f (Q, TB ⊗ Ẑ) → H1

f (Q,MB ⊗ Af ))と定義する. このとき A(Q)は有限生成 abel群
となる. いま, R∞はA(Q)→ A(R)に持ち上がり, さらにRp : A(Q)→ A(Qp)と合わせることで
Tamagawa number

Tam(T ) := µ(
∏
p≤∞

A(Qp)/A(Q))

が定義される.

ここで T = TBの Tate-Sharevich群を

X(T ) := ker

[
H1(Q, T ⊗Q/Z)
A(Q)⊗Q/Z

→
⊕

p:prime

H1(Qp, T ⊗Q/Z)
H1

f (Qp, T ⊗Q/Z)

]

と定義する. 以上の準備の下で Bloch-Kato conjectureは次のようにして述べられる.

予想 4.1 (Bloch-Kato [2])

Tam(T ) =
#H0(Q, T ∗ ⊗Q/Z(1))

X(T )

が成り立つ. ただし T ∗ = Hom(T,Z)とおいた.

この予想は T の取り方に依らないことが示せる. また, この予想はTate-Shafarevich群の有限性も
含んでいることに注意する. Bloch-Kato conjectureは L-関数を使って書くと

L(M, 0) =
X(T )µ∞,ω(A(R)/A(Q))

#H0(Q, T ∗ ⊗Q/Z(1))
·

∏
p∈S−{∞}

µp,ω(A(Qp))

Pp(M, 0)

となる.
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weightが−1,−2のときは L-関数の解析接続を仮定することにより Tamagawa measureを

µ :=
∏
p∈S

µp,ω

∏
p ̸∈S

µp,ω

Pp(M, 0)

∣∣∣ lim
s→0

LS(M, s)

sr(M)

∣∣∣
(r(M)は L(M, s)の s = 0での零点の位数) と定める. weightがw = i− 2r = −2のときは先と同
様に予想を定式化する.

いま, とくに weightが w = i− 2r = −1のときはmotivic cohomologyの integral partは

H1
f (M) = (p · CHr

hom(X))⊗Q

であることに注意する. いまM = (X, p, r)の dual motive M∗をM∗ = (X, pt, dimX − r)と定め
る. 例えばM = hi(X)(r)のときはM∗ = h2d−i(X)(d− r)である. M に対する場合と同様に

A∗(Q) := i−1R(H1
f (M

∗))

と定義すると, このとき height pairing

A(Q)×A∗(Q)→ R

が定義されるのでH をその determinantとするとき Tamagawa numberを

Tam(T ) =
µ(
∏

p≤∞A(Qp)) ·H
#A(Q)tor

と定義すると予想は先と同様に定式化される. ここで A(Q)tor ∼= H0(Q, T ⊗ Q/Z)であるから L-

関数を使って Bloch-Kato conjectureを書くと

lim
s→0

L(M, s)

sr(M)
=

X(T ) ·H · µ∞,ω(A(R)/A(Q))

#H0(Q, T ⊗Q/Z) ·#H0(Q, T ∗ ⊗Q/Z(1))
·

∏
p∈S−{∞}

µp,ω(A(Qp))

Pp(M, 0)

となる.

5 Equivariant Tamagawa Number Conjecture

M = (X, p, r)をQ上の Chow motiveとする. このときM のmotivic cohomologyは

H0
M(M) := p∗ · (CHr(X)/CHr

hom(X))⊗Q,

H1
M(M) := p∗ · (CHr

hom(X))⊗Q⊕
⊕

i∈Z,i̸=0

p∗ · (Ki(X)⊗Q)(r)

と定義されるのであった. これらはMMQをQ上のmixed motiveの categoryとするとき

H0
M(M) = HomMMQ(Q,M)

H1
M(M) = Ext1MMQ(Q,M)

と書けると予想されている. また, motivic cohomologyの integral partについて簡単な場合につ
いてもう一度述べておくと, motive M = hi(X)(r)に対してXが regular, proper flat model X を
持つ場合は w = i− 2r ̸= 1に対しては

H0
f (M) := 0,

H1
f (M) := Im(H i+1

M (X ,Q(r))→ H i+1
M (X,Q(r))),
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(ここでH i
M(X,Q(r)) = (K2r−i(X)⊗Q)(r)であった) w = i− 2r = 1に対してはそのまま

H0
f (M) := (CHr(X)/CHr

hom(X))⊗Q,

H1
f (M) := CHr

hom(X)⊗Q

と定めるのであった. 一般のmotiveに対しては Scholl [21]が integral partの構成を与えている.

これらは有限次元と予想されている.

例 5.1 代数体 Lに対してM = h0(Spec (L))とするとき

H0
f (M) = Q, H1

f (M) = 0,

M = h0(Spec (L))(1)とするとき

H0
f (M) = 0, H1

f (M) = O×
L⊗ZQ,

一般にM = h0(Spec (L))(j)(j ̸= 0, 1)とするとき

H1
f (M) = K2j−1(L)⊗ZQ

であるのでこれらは有限次元である. X を smooth projective な代数多様体としたとき, M =

h1(X)(1)に対しては
H0

f (M) = Q, H1
f (M) = Pic0(X)

なのでMordell-Weilの定理よりこれらは有限次元である.

r(M)を L(M, s)の s = 0での零点の位数として

L∗(M) := lim
s→0

L(M, s)

sr(M)

と定義する. M(n) = (X, p, r + n)とおけば L(M(n), s) = L(M, s + n)なので s = 0で考えれば
十分である. 零点の orderに関してはmotivic cohomologyを用いて

r(M) = dimQH
1
f (M

∗(1))− dimQH
0
f (M

∗(1))

と予想されている. これは Beilinson-Bloch予想の一般的な形になっている.

5.1 Determinant functor

Tamagawa number conjectureを述べるために使われる determinant functorについて述べて
おく.

Rを commutative ringとして P (R)を finitely generated projective R-moduleの categoryと
する. (P (R), is)を morphismを isomorphismに制限した subcategoryとする. また, projective

rank 1のR-module Lと locally constant function α : Spec (R)→ Zの組 (L,α)のことを graded

invertibile moduleと呼ぶ.

(L,α), (M,β)を graded invertible moduleとする. R-moduleの homomorphism h : L → M

が α(p) ̸= β(p) となる任意の p ∈ Spec (R) に対して h の局所化 hp が hp = 0 を満たすとき,

h : (L,α) → (M,β)は graded invertible moduleの homomorphismであるという. いま graded
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invertible moduleとその isomorphismのなす categoryを Inv(R)と書くことにする. この category

は tensor product

(L,α)⊗ (M,β) := (L⊗RM,α+ β)

が定まり, (R, 0)は unit objectとなる. また,

(L,α)⊗ (M,β) ∼= (M,β)⊗ (L,α)

である. さらに
(L,α)−1 := (Hom(L,R),−α)

と定義する.

finitely generated projective R-module P に対して,

DetRP :=

(
rankRP∧

R

P, rankRP

)

とおくと, これは graded invertible R-moduleであるので, DetRは functor (P (R), is)→ Inv(R)

を与える.

次に finitely generated projective R-moduleの bounded complex P •に対して

DetR(P
•) :=

⊗
i∈Z

Det
(−1)i+1

R (P i)

定義する. さらにDet−1
R (P •) := DetR(P

•)−1と書くことにする.

D(R)を R-moduleの bounded complexのなす derived categoryとし, Dp(R)を R-moduleの
perfect complexのなす full triangulated subcategoryとする. Dpis(R)を Dp(R)の subcategory

でmorphismを quasi-isomorphismに制限した categoryとする. Rは reduced, つまり 0以外に冪
零元を持たないと仮定する. このとき functor DetRはDpis(R)→ P (R)まで拡張することができ
て, 任意のDpis(R)の distinguished triangle C1 → C2 → C3に対して

(DetRC1)
−1 ⊗DetRC2

∼=→ DetRC3

となる.

R-module X に対してX[−1] = [0 → X → 0](次数をひとつずらしている)が Dp(R)に入って
いるときX は perfectであるという. このとき DetR(X) := DetR(X[−1])と定義する. complex

C が boundedで各 cohomologyが perfectであるとき, C はDp(R)の objectであり, canonicalな
isomorphism

DetRC
∼=→
⊗
i∈Z

Det
(−1)i+1

R (H i(C))

が存在する. C が acyclicなら canonicalに

DetRC
∼=→ (R, 0)

である.
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5.2 Conjecture “Mot∞”

比較同型MB ⊗ C ∼= MdR ⊗ Cから induceされるmapを

αM : M+
B ⊗ R→ (MdR/F

0MdR)⊗ R

と書くことにする.

予想 5.2 (Mot∞) 完全系列

0→ H0
f (M)⊗ R cl→ ker(αM )→(H1

f (M
∗(1))⊗ R)

h→ H1
f (M)⊗ R reg→ coker(αM )→ (H0

f (M
∗(1))⊗ R)→ 0

が成り立つ. ここで clは cycle map, hは height paring, regはBeilinsonの regulator mapである.

いま dimension 1のQ-vector space Ξ(M)を

Ξ(M) :=DetQ(H
0
f (M))⊗Det−1

Q (H1
f (M))⊗DetQ(H

1
f (M

∗(1))∗)

⊗Det−1
Q (H0

f (M
∗(1))∗)⊗Det−1

Q M+
B ⊗DetQ(MdR/F

0MdR)

とおく. ただしX∗ = Hom(X,Q)はX の dual.

上の予想を仮定すると,

θ∞ : R
∼=→ Ξ(M)⊗ R

が定まる.

予想 5.3 (Rationality) θ∞(L∗(M)−1) ∈ Ξ(M)⊗ 1が成り立つ.

5.3 Galois cohomology

ここでは Tamagawa number conjectureを定式化する.

素数 pに対して complex RΓf (Qp,Mℓ)を

RΓf (Qp,Mℓ) :=

M
Ip
ℓ

1−Frobp−→ M
Ip
ℓ ℓ ̸= p,

Dcrys(Mℓ)
(1−Frobp,1)−→ Dcrys(Mℓ)⊕ (DdR(Mℓ)/F

0DdR(Mℓ)) ℓ = p

と定義する (次数は 0次と 1次のところに対応させる). RΓ(Qp,Mℓ)を cohomology H∗
ét(Spec (Z[1/

p]),Mℓ) = H∗(Gp,Mℓ)(Gp は Qの最大 pの外不分岐拡大の Galois群)に対応する complexとす
る. この cohomologyは degree 0, 1, 2, 3以外では acyclicである. このとき自然にRΓf (Qp,Mℓ)→
RΓ(Qp,Mℓ) が定まるので, そのmapping coneをRΓ/f (Qp,Mℓ)とおけば distingushed triangle

RΓf (Qp,Mℓ)→ RΓ(Qp,Mℓ)→ RΓ/f (Qp,Mℓ)

が得られる. Sを∞及びXの bad primeを全て含むような素点の有限集合としてRΓ(Z[1/S],Mℓ)

を上と同様に定義する. また, compact supportを持つ cohomologyの complexを distinguished

triangle

RΓc(Z[1/S],Mℓ)→ RΓ(Z[1/S],Mℓ)→
⊕
p∈S

RΓ(Qp,Mℓ)

によって定める.
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さらに,

RΓf (Q,Mℓ)→ RΓ(Z[1/S],Mℓ)→
⊕
p∈S

RΓ/f (Qp,Mℓ)

によりRΓf (Q,Mℓ)を定める. このときH i
f (Q,Mℓ) := H iRΓf (Q,Mℓ)は

H0
f (Q,Mℓ) = H0(Z[1/S],Mℓ)

及び

H1
f (Q,Mℓ) = Ker

[
H1(Z[1/S],Mℓ)→

⊕
p:prime

H1(Qp,Mℓ)

H1
f (Qp,Mℓ)

]
で与えられる. このとき六角形公理より

RΓc(Z[1/S],Mℓ)→ RΓf (Q,Mℓ)→
⊕
p∈S

RΓf (Qp,Mℓ)

という distinguished triangleが得られる.

予想 5.4 (Motℓ) complex RΓf (Q,Mℓ)の cohomologyをH∗
f (Q,Mℓ)と書くとき, i = 0, 1に対し

てmotivic cohomologyとの同型

H∗
f (M)⊗Qℓ

∼= H∗
f (Q,Mℓ)

が存在する. さらに i = 0の場合はこの同型は cycle mapまたは regulator map, i = 1の場合はこ
の同型は ℓ-adic Chern class mapで与えられる.

任意の iについて H i
f (Q,Mℓ) ∼= H3−i

f (Q,M∗
ℓ (1))

∗ が成り立つので, この予想は RΓf (Q,Mℓ)の
cohomologyを全て決定する. ゆえに, 先に述べた最後の distinguished triangleとこの予想によっ
て同型

θℓ : Ξ(M)⊗QQℓ

∼=→ DetQℓ
RΓc(Z[1/S],Mℓ)

が定まることが分かる.

Tℓ ⊂Mℓを任意のGQ-stable latticeとする. このとき次のように予想されている.

予想 5.5 (Integrality, (non-equivariant) Tamagawa number conjecture)

Zℓ · θℓ ◦ θ∞(L∗(M)−1) = DetZℓ
RΓc(Z[1/S], Tℓ).

この予想は L∗(M) ∈ Rの値を up to signで決める予想である. また, この予想は Sや Tℓの取り方
に依らないことが証明されている.

M = h0(Spec (L))なら, この予想は類数公式の ℓ-partと同値であり, M = h1(X)(1)ならば
Birch and Swinnerton-Dyer予想の ℓ-partと同値である.

5.4 Equivariant Tamagawa number conjecture

いま, semi-simple finite dimensional Q-algebra Aがmotive M に作用している場合を考える.

例 5.6 1. X が abelian varietyでA = End(X)⊗Qの場合.

2. X = Y×Spec (Q)Spec (K) (K/Qは abelian)でA = Q[G] (G = Gal(K/Q))の場合.

17



3. X がmodular curveでAがHecke algebra Tの場合.

ここでAは commutative,つまりAはnumber fieldの積になっていると仮定する. 例えばA = Q[G]

のときは L-関数をA⊗ C-valued function

L(AM, s) := (L(M,χ, s))
χ∈Ĝ

として定義する. 前と同様に

Ξ(AM) :=DetA(H
0
f (M))⊗Det−1

A (H1
f (M))⊗DetA(H

1
f (M

∗(1))∗)

⊗Det−1
A (H0

f (M
∗(1))∗)⊗Det−1

A M+
B ⊗DetA(MdR/F

0MdR)

と定義する. 同じように r(AM) ∈ H0(Spec (A⊗ R),Z), L∗(AM) ∈ (A⊗ R)×を定義する. また,

Aθ∞ : A⊗ R
∼=→ Ξ(AM)⊗ R,

Aθℓ : Ξ(AM)⊗QQℓ

∼=→ DetAℓ
RΓc(Z[1/S],Mℓ)

などが先と同様の予想の下で定義できる.

いま finite generated A-module P に対して function

Spec (A) ∋ p 7→ rankAp(Pp) ∈ Z

を dimAと書くことにする. このとき,

予想 5.7 (Vanishing order) r(AM) = dimAH
1
f (M

∗(1))− dimAH
0
f (M

∗(1)).

予想 5.8 (Rationality) θ∞(L∗(AM)−1) ∈ Ξ(AM)⊗ 1.

と予想されている.

いま, Z-order A ⊂ Aを選ぶ. このとき,あるprojective GQ-stable Aℓ(:= A⊗Zℓ)-lattice Tℓ ⊂Mℓ

が存在すると仮定するとRΓc(Z[1/S], Tℓ)はA-moduleのperfect complexでDetAℓ
RΓc(Z[1/S], Tℓ)

は invertible Aℓ-moduleとなる. Aℓは local ringの productであるから DetAℓ
RΓc(Z[1/S], Tℓ)は

Aℓ上の rank 1の free moduleになる.

M がmotive M ′の有限次Galois拡大 L/Qによる base change M ′ ⊗ h0(Spec (L))になってい
る場合は A = Z[G] ⊂ A = Q[G]に対して projective GQ-stable Aℓ-lattice Tℓ が存在する.

予想 5.9 (Equivariant Tamagawa Number Conjecture, Burns-Flach [3])

Aℓ · Aθℓ ◦ Aθ∞(L∗(AM)−1) = DetAℓ
RΓc(Z[1/S], Tℓ).

この予想は L∗(AM) ∈ (A⊗ R)×を up to A×で決める. Normをとることで元々の A = Zの予想
が得られる.

6 Number fields

ここでは代数体 L に対して M = h0(Spec (L))(r) という motive を考える. これらは Tate

motiveあるいは Artin motiveと呼ばれている. また χ : (Z/nZ)× → Qを Dirichlet character,

G = Gal(Q(µn)/Q)とし,

pχ :=
1

#G

∑
σ∈G

χ−1(σ)σ∗ ∈ End(h0(Q(µn))(0))

とおく. このとき
h(χ)(r) := (Spec (Q(µn)), pχ, r)

をDirichlet motiveという.
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6.1 Class number formula

M = h0(Spec (L))(0)のときは

L(M, s) = ζL(s) =
∑
a⊂OL

1

NL/Q as
=

∏
p:prime

1

1−NL/Q p−s

となる. これはDedekind zetaと呼ばれている. いま, r1を実素点の個数, 2r2を複素素点の個数と
し, S = {vj | j = 1, . . . , r1 + 2r2}を無限素点の集合とする.

定理 6.1 (Class number formula) hLを Lの類数, dLを discriminant, wLを Lに含まれる 1

の冪根の個数, RL = |det(log|ui|vj )|を regulatorとするとき

lim
s→1

(s− 1)ζL(s) =
2r1+r2πr2

wL

√
|dL|

RLhL

が成り立つ.

関数等式を使えばこの式は

lim
s→0

ζL(s)

sr1+r2−1
= −hLRL

wL

と同値である. Tamagawa number conjectureはこれらの一般化と考えることができる. (この場
合は Bloch-Kato conjecture, Tamagawa number conjectureが成り立っている)

6.2 Iwasawa main conjecture

あとで書く予定. PartIIの方に分けて書くかも.

6.3 Equivariant Tamagawa number conjecture

定理 6.2 (Burns-Greither [4] ) L/Qを abel拡大とする. pを奇素数, rを整数, K を Lの部
分体とする. このときM = h0(Spec (L))(r), A = Z[G] (G = Gal(L/K))に対する equivariant

Tamagawa number conjectureの p-partが成り立つ.

p = 2に対しても Flachが証明している. 彼らは r ≤ 0のときに証明を与えているが, 関数等式
との compatibilityが証明されているので, 全ての整数に対して証明されたことになる.

証明の概略を説明すると, まずETNCの functorialityによってLが円分体でK = Qのときに証
明すれば十分であることが分かる. 次に abel体の Iwasawa main conjectureを使って equivariant

main conjectureを証明し, descentの議論とHuber-Wildeshausの結果と使って生成元の比較をし
て証明する.

Huber-KingsはA = Zのときに別な方法を使って証明した. Tate motiveはDirichlet motiveに
直和分解されるのでDirichlet motiveに対しても証明されたことになる.

さらに次の結果も知られている.

定理 6.3 (Bley [1], Johnson [10]) F を虚二次体として L/F を abel拡大, K を Lの部分体, r

は r ≤ 0を満たす整数とする. 奇素数 pは p - hF でかつ pが F で分解すると仮定する. このと
きM = h0(Spec (L))(r), A = Z[G] (G = Gal(L/K))に対する equivariant Tamagawa number

conjectureの p-partが成り立つ.
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7 Elliptic curves

7.1 Birch and Swinnerton-Dyer conjecture

E を有理数体 Q上定義された conductor N の楕円曲線とする. いま, mを正の整数とし E[m]

をEのm等分点のなす群とする. このときEの Tate加群 Tp(E)を

Tp(E) := lim←−n
E[pn]

と定義する (群として Tp(E) ∼= Z2
pとなる). また,

E[p∞] := lim−→n
E[pn]

とおく. M = h1(E)(1)とおけば Tp(E) ∼= Mpである. いま, K を代数体または標数が 0の局所体
とする. このとき,

0→ E[pn]→ E(K)
pn→ E(K)→ 0

という完全列を考えると, これから定まるGal(K/K)-moduleのGalois cohomologyの長完全列は

E(K)
pn→ E(K)→ H1(GK , E[pn])→ H1(GK , E(K))

pn→ H1(GK , E)→ · · ·

となる. これより

0→ E(K)/pnE(K)→ H1(GK , E[pn])→ H1(GK , E(K))pn → 0

が得られるがはじめの Kummer map E(K)/pnE(K) → H1(GK , E[pn])の direct limitをとるこ
とで単射E(K)⊗Qp/Zp → H1(K,E[p∞]) を得る. これによりE(K)⊗Qp/Zp はH1(GK , E[p∞])

の部分群と見なせる. ここで, K を代数体とするとき, 前に定義した Selmer群の定義に当てはめ
てE/K の p-Selmer群を

Selp(E/K) := ker

H1(K,E[p∞])→
∏
v≤∞

H1(Kv, E[p∞])

E(Kv)⊗Qp/Zp


と定義する. また, Eの Tate-Shafarevich群を

X(E/K) := ker

H1(K,E(K))→
∏

v:prime

H1(Kv, E)


と定義する. これもBloch-Katoによる定義に一致する. 次に楕円曲線とその L-関数との関係を述
べる. Eを有理数体上の楕円曲線とする. さらに Eはminimal modelで与えられているものとす
る (つまりWeierstrass方程式の判別式の絶対値が最小になっているようなものとする). いま

ap(E) := p+ 1−#Ẽ(Fp)

とおく. ここで#Ẽ(Fp)は Eのmod pでの解の個数とする (無限遠点も含めて数える). このとき
楕円曲線Eの L-関数 L(E, s)は

L(E, s) = L(h1(E), s) :=
∏
p-N

1

1− ap(E)p−s + p1−2s
×
∏
p|N

1

1− ap(E)p−s

と定義される. Wiles[23]等の結果により次のことが知られている.
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定理 7.1 Eを有理数体定義された conductorがN の楕円曲線とすると, weightが 2の Γ0(N)に
関する normalized newform fE(z) =

∑∞
n=1 a(n)q

n が存在して

L(E, s) = L(fE , s)

となる.

この定理により, 特にL(E, s)はC上の整関数となる. L-関数とEの rankとの関係はBirch and

Swinnerton-Dyer conjectureによって

ords=1L(E, s) = rankE(Q)

となると予想されている. ここで ords=1L(E, s)は s = 1での零点の位数をあらわす. この場合は

E(Q) = CH1
hom(E)

であるから, これはBeilinson-Bloch予想の特別な形になっている. また, central pointでの特殊値
については

lim
s→1

L(E, s)

(s− 1)rankE(Q)ΩE
=

RE
∏

p cp(E) ·#X(E/Q)

(#E(Q)tor)2

となると予想されている. ここで
RE := det(⟨Pi, Pj⟩)

は regulator (PiはE(Q)/E(Q)torの basis), ΩE はEの実周期であり

cp := #(E(Qp)/E0(Qp))

は Tamagawa number. ただし

E0(Qp) := {P ∈ E(Qp) |P mod pは nonsingular point }

とおいた. Eが pで good reductionを持つときは明らかに cp(E) = 1である. Bloch-Katoの定義
を使うと, いまM = h1(E)(1)とおいたとき

cp(E) =
µp(H

1
f (Qp, TB ⊗ Ẑ))
Pp(M, 0)

となる. Bloch-Kato予想はこれを一般化した形になっていることが分かる.

この予想に対して次のことが知られている.

定理 7.2 (Coates-Wiles[5], Kolyvagin[14],[15]) ords=1L(E, s) ≤ 1のとき

ords=1L(E, s) = rankE(Q)

が成り立ち, このとき Tate-Shafarevich群は有限になる.

虚数乗法を持つときをCoates-Wiles, そうでないときをKolyvaginが証明した. 虚数乗法を持た
ないときの証明にはHeegner pointの heightと L-関数の s = 1での 1階微分の値とを結び付ける
Gross-Zagier[9]の公式及び Heegner pointのなす Euler systemの議論が使われる. 定理の仮定の
下でKolyvaginは Tate-Shafarevich群の位数に関しても評価を与えている.
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7.2 Iwasawa main conjecture

いま素数 pをひとつ fixする. Eは pで good ordinary reductionを持つと仮定する.

Q∞/QをQの cyclotomic Zp-extensionとする. つまりΓ = Gal(Q∞/Q) ∼= Zpをみたす唯一のQ
の拡大体とする. このとき Sel(E/Q∞)はΓ-moduleであり,その p-primary subgroup Selp(E/Q∞)

は Λ-moduleである. ここで Λ := Zp[[Γ]]とおいた. いま

XE,p(Q∞) := Hom (Selp(E/Q∞),Qp/Zp)

と定義する.

定理 7.3 (Kato) XE,p(Q∞)は有限生成 torsion Λ-module.

ゆえに有限生成 Λ-moduleの構造定理によって,

XE,p(Q∞) ∼ (
n⊕

i=1
Λ/(fi(T )

ai))⊕ (
m⊕
j=1

Λ/(pµj ))

と書くことができる. ここで fiは distinguished polynomialで ai, µj は正の整数である. また ∼
は左辺から右辺にΛ-moduleの homomorphismがあって kernelと cokernelが有限になることを意
味する.

このときXE,p(Q∞)の Iwasawa invariantは

λalg
E,p :=

n∑
i=1

ai deg(fi(T )),

µalg
E,p :=

m∑
j=1

µj

と定義される. また付随する characteristic polynomialを

charΛ(XE,p(Q∞)) := pµ
alg
E,p

n∏
i=1

fi(T )
ai

と定義する.

次にEの p-進 L-関数に付随する Iwasawa invariantを定義する.

まず埋め込みQ ↪→ Qpを fixする. αpβp = p, αp + βp = a(p)によって αp, βpを定義する. ただ
し αpは fixした埋め込みQ ↪→ Qpによって p-進単数になるように選ぶ.

定理 7.4 (Mazur, Swinnerton-Dyer [16]) Q上の楕円曲線 E に対し, ある冪級数 LE,p(T ) ∈
Qp[[T ]]が存在して次の interpolation propertyを満たす.

1. LE,p(0) = (1− α−1
p )2L(E/Q, 1)/ΩE.

2. 任意の conductor pnの non-trivial character ρ : ̂Gal(Q∞/Q)→ Qpに対して,

LE,p(ζ − 1) = τ(ρ−1)βm
p L(E/Q, ρ, 1)/ΩE

が成り立つ.

ここで ζ = ρ(1 + p)は 1の pn−1乗根, τ はGauss sumであり ΩE はEの real period.
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いま, Eの p-進 L-関数を
Lp(E, s) := LE,p((1 + p)s−1 − 1)

と定義する. p-進版のWeierstrassの準備定理によって, LE,p(T )は

LE,p(T ) = pµu(T )f(T )

という形に一意に書ける. ここで µ は整数, u(T ) は Λ の可逆元であり, f(T ) は distinguished

polynomial. このときEの p-進 L-関数に付随する Iwasawa invariantは

λanal
E,p := deg(f(T )),

µanal
E,p := µ

と定義される. Mazurは楕円曲線の場合の Iwasawa main conjectureを次のように定式化した.

予想 7.5 (Iwasawa Main Conjecture) Λの中での idealの等式

(LE,p(T )) = (charΛ(XE,p(Q∞)))

が成り立つ.

これに対しては次のようなことが知られている.

定理 7.6 (Kato[11], Skinner-Urban [22]) E が虚数乗法を持たないとする. E が pで good

ordinary reductionを持つとき, 剰余表現が既約などのいくつかの条件の下で Iwasawa main con-

jecture は正しい.

(LE,p(T ))|(charΛ(XE,p(Q∞)))を示すのには Beilinson-Kato elementのなす Euler systemが使
われる. 逆を示すのには U(2, 2)の保型形式の Hida familyを構成して Selmer群の元を構成する.

これはMazur-Wilesの ideaに基づく. Eが虚数乗法を持つ場合はRubinによって証明されている.

定理 7.7 (Rubin[18]) Eが虚数乗法を持つとき, good ordinaryな素数 pに対して Iwasawa main

conjecture は正しい.

これは虚二次体の Iwasawa main conjectureに帰着させて証明される. また, pで good super-

singular reductionを持つときは, また違った Iwasawa main conjectureの formulationがあり, 虚
数乗法を持つときは同様に証明されている.

また, p-進 Birch and Swinnerton-Dyer予想によって

ords=1Lp(E, s) = rankE(Q)

と予想されているが

定理 7.8 (Kato [11]) ords=1Lp(E, s) ≥ rankE(Q)

が証明されている.
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7.3 Tamagawa number conjecture

虚数乗法を持つ楕円曲線に対する (equivariant) Tamagawa number conjectureについては次の
ことが証明されている. ここでは regulator mapと ℓ-adic Chern class mapの同型を仮定すること
にする (weak Tamagawa number conjectureの formulation).

定理 7.9 (Kings[12]) Kを虚二次体とし, E/KをOKにより虚数乗法を持つ conductor fの楕円
曲線とする. さらに rは 2以上の整数, 素数 ℓ > 3は fと素でH2(Z[1/mℓ],Mℓ) = 0 (m = NK/Q f)

を満たすならば, M = h1(E)(r), A = OK に対する equivariant Tamagawa number conjectureが
成り立つ.

これにはDeningerのHecke characterに対応するmotiveの L-関数の値に関する結果とRubinに
よる楕円単数を使った formulationの虚二次体の Iwasawa main conjecture及びそれらと elliptic

polylogとの関係が使われる.

8 Modular forms

f(z) =
∑∞

n=1 a(n)q
n を重さ 2kで合同部分群 Γ1(N)に関する, 指標 εを持つ newformとする.

対応するGalois表現はDeligneにより構成された.

定理 8.1 (Deligne [6]) pを素数とする. このときQp上の 2-次元 vector space Vp = Vp(f)と連
続な準同型

ρf,p : Gal(Q/Q)→ Aut(Vp)

が存在して pN を割らない任意の素数 ℓに対して trace ρf,p(Frobℓ) = a(ℓ)及び det ρf,p(Frobℓ) =

ε(ℓ)ℓ2k−1 が成り立つ.

この結果により楕円曲線の時と同様 Selmer群やTate-Shafarevich群などが定義できる. この具
体的な構成は次の章で見ていく.

8.1 Modular motives

ここでは Scholl [19]によるmodular formに対応するmotiveの構成を復習する. N を 3以上の
整数とし, Y (N)(C) := H/Γ(N)とすると, これは level N structureを持つ楕円曲線のmoduliと
しての解釈を持ち,

Y (N) = { (E,α) |E : elliptic curve, α : E[N ]
≃→ (Z/NZ)2 }

となっている. X(N)を Y (N)の compact化とし (X(N)は generalized elliptic curveのmoduli

となる), EN
f→ Y (N)を universal elliptic curveとする. C上では

EN (C) := Z2 o Γ(N)\H× C

となっている. いま,

k
NW := H̃1(X(N)(C), Symk R1f∗Q)

k
NWℓ := H̃1(X(N)×Q,Symk R1f∗Qℓ)

この sectoinは整数論サマースクール 2005における花村昌樹氏の講演の記録を下に書かせていただいた.
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とおく. 但し, H̃1は parabolic cohomology. また,

X(N, p) := {(ϕ, α)|ϕ : E → E′は p-isogeny, α : E[N ]
≃→ (Z/NZ)2}

とおき,

q1 : X(N, p) ∋ (ϕ, α) 7→ (E,α) ∈ X(N)

q2 : X(N, p) ∋ (ϕ, α) 7→ (E′, α′) ∈ X(N)

と定める. このときHecke operator (Hecke correspondence) Tpを

Tp := q1∗ϕ
∗q∗2 : kNW → k

NW, k
NWℓ → k

NWℓ

と定義する.

定理 8.2 Hecke operator Tpと compatibleな同型

k
NW ⊗ C ∼= Sk+2(Γ(N))⊕ Sk+2(Γ(N))

が成り立つ.

いま

f =

∞∑
n=1

anq
n ∈ Sk+2(Γ(N))

をHecke eigenformとすると
Tpf = apf

であるから, これにより projector Ψf ∈ End(kNW ⊗ L) (ここで L = Q({an})とおいた)で

kerΨf = Cf ⊕ Cf

となるものが構成できる. このときΨf は End(kNW ⊗ L)の元と見ることもできるので

Vℓ := ker[Ψf : kNWℓ → k
NWℓ]

とおくと Vℓ は f の ℓ-進表現を与える. (Deligneの定理はこれによって与えられる) EN → X(N)

をEN の smoothな compact化とする. (EN はX(N)上の universal generalized elliptic curve) さ
らに

E
k
N := EN×X(N) · · · ×X(N)EN (k個の fiber product)

とおいて,

E
k

N → E
k
N

を自然なminimal resolutionとする. E
k

N はKuga-Sato varietyと呼ばれている. また, µ2 := {±1},

Γ := (µ2 o (Z/NZ)2)k o Sk

とおく. µ2は inversion, (Z/NZ)2は tranlation,対称群SkはpermutationでE
k

Nに作用する. また,

sgn : Γ→ {±1}

を µ2上の積と permutationの sgnとの積をとる関数とする. このとき

ε :=
1

|Γ|
∑
σ∈Γ

sgn(σ)σ ∈ Q[Γ]

は projectorになる. resolutionの方法がこれらの作用と equivariantなので ΓはE
k

N にも作用して
いる. いま Γ-module V に対して V (ε) := ε · V と書くことにする.
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定理 8.3 (Scholl [19]) 以上の仮定の下で

H∗(E
k

N ,Q)(ε) ∼= k
NW,

H∗(E
k

N ,Q)(ε)⊗Qℓ
∼= k

NWℓ

が成り立つ.

M = (E
k

N , ε, 0)はmodular formの空間 Sk+2(Γ(N))に対応する Chow motiveである. 先の ℓ-

進表現の構成で用いた projector Φf と合わせればM ⊗ Lの submotive ker[Φf : M →M ]を考え
ることにより, newform f ∈ Sk+2(Γ(N))に対応するGrothendieck motive Mf が構成できる.

8.2 Bloch-Kato conjecture

modular formに対する Beilinson-Bloch conjectureに関しては次のことが知られている. いま,

簡単のためmodular formの Fourier係数は全て整数になると仮定する.

定理 8.4 (Kato [11]) f ∈ S2k(Γ1(N))を newformとする. M = Mf を対応する Grothendieck

motiveとし,

ΦM,p : CHk
hom(E

2k−2

N )⊗Q→ H1(Gal(Q/Q),Mp)

を p-進Abel-Jacobi mapとする. このとき L(f, k) ̸= 0ならば

dimQp Im(ΦM,ℓ) = ords=kL(Mf , s) = 0

が成り立つ.

また Bloch-Kato conjectureに対しては,

定理 8.5 (Kato [11]) f ∈ S2k(Γ1(N))を newformとし, L(f, k) ̸= 0と仮定する. pを p - 2Nk!

を満たす素数で
SL2(Zp) ⊂ Im[ρf,p : Gal(Q/Q(µp∞))→ GL2(Zp)]

が成り立っているとする. このとき rankが 2のGal(Q/Q)-stable Zp-lattice Tp ⊂Mpが存在して

#H1
f (Q, Tp ⊗Qp/Zp(k)) 5 [Zp : L(f

∗, k)/Ωf ] ·#H0(Q, Tp ⊗Qp/Zp(k))
2

を満たす. ここで Ωf はmodular symbolに付随する periodで f∗は dual cusp form.

が知られている.

8.3 Iwasawa main conjecture

ordinary な場合, つまり ap が p で割れない場合は基本的には楕円曲線の場合と同様に main

conjectureが formulateできる. supersingularのときは ap = 0のときを除いては classicalな形で
は定式化されていない. 但し Katoの p-adic zeta elementを用いた定式化がある. ordinaryの場
合は, やはり多くの場合に対してKato, Skinner-Urbanによって解かれたらしい. p-進 Beilinson-

Bloch conjectureはKato [11]により楕円曲線と同様の結果が得られている. analytic rankが 1の
ときにNekovarのHeegner cycleを使った仕事がある. Zhangによる仕事も重要. 続きは後で書く
予定.
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8.4 Tamagawa number conjecture

今までほとんど結果が知られていなかったが, 最近 Flachの学生のGealyによってKingsの結果
がmodular formの場合にまで拡張された.

定理 8.6 (Gealy, 2005) f ∈ Sk(Γ1(N)), (k ≥ 2, N ≥ 5)を newformとし, j > 0を整数, ℓを
odd primeとする. 2での local representationは supercuspidalでないと仮定する. さらにH2(Z[1/
Nℓ], Tℓ(k + j))は有限とし, k = 2なら L(f, 1) ̸= 0, k = 4なら L(f, 2) ̸= 0と仮定する. この
とき f に対する Iwasawa main conjectureが正しければMf に対する (weak) Tamagawa number

conjectureが成り立つ.

注 8.7 上に書いたようにmodular formに対する Iwasawa main conjectureは Skinner-Urbanに
より証明されたと発表されている.

詳しくは後で書く予定.
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