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3-1　電磁波の発生
　電磁波というのも面白いもので、一体何故で導線
も何にもないのに伝搬することができるのでしょう。
第一電波は目に見えるものじゃない。目に見えない
そんなものを発見できる人も本当に凄いと思います
(目に見えなくても発見というんですねぇ)。さて、
そんな目に見えないものを説明するのは少々難しい
のですが、よくよく考えてみれば、電界やら電流
だって目に見えないものなのですから同じことで
しょうか。結論として電磁気は難しい？　いえいえ、
何の為に紙と鉛筆があるのですか。目に見えなきゃ
イメージとして図に書いてしまえばいいのです。な
にも無いところからの発見は大変ですが、発見され
て、理論ができているものは図を通してわかりやす
く説明することが可能です。理解できるかできない
かは、努力と予備知識の量とその生かし方です。皆
様はすでに予備知識をつけておりますので(読みとば
してなければ)説明する方もその筋の専門用語をびし
ばしに使えますので大変楽になります(でも専門用語
に頼って手抜きをすることはいたしません。念の
為)。では電磁波というものはどんなものか、そこか
ら簡単に説明をしていきます。まず図 3-1 を見てく
ださい。コンデンサに交流電源を加えてみた図です。
このとき導線には交流電流が流れますが、コンデン
サの極板の間は一体どうなっているのでしょうか。
極板の間は絶縁されているはずですから導線と同じ
ようにこの極板の間に電流が流れているとは思えま
せん。まず図 3-1 の回路でコンデンサにどういう電
流が流れているかを一言で言いますと、コンデンサ
には充放電電流が流れているということです。すな
わちコンデンサに交流電流を加えると、コンデンサ
の極板には絶えず電荷 Q の充放電が繰り返されてい
るわけです。電荷 Q の大きさが変化するわけですか
ら、極板の間の電界もそれに応じて変化しておりま
す。さて、極板の間に電流は流れませんが、電束は
発生します。注目すべきは導線の周りでアンペアの
法則により磁界は発生しますが、コンデンサの極板
の間でも磁界が発生するということです。つまり磁
界から見て、電界が変化するということは、電流が
変化するということと同じということなのです。そ
して、このように電界変化を電流に見立てたものが
変位電流というわけです。よくコンデンサは変位電
流が流れるといいますが、これは極板の電界が変化

し、それを電流に見立てているということです。さ
て、このように電界が変化することにより磁界が発
生するということが言えました。これがマックス
ウェルが電波の存在を予測した考えの原点なのです。
次に変位電流から電磁波への発展を見てみましょう。
まず極板に変位電流が流れたとします。するとアン
ペア右ネジの法則により磁界が発生します。ここで
変位電流は大きさが変化していますから、それによ
り発生する磁界の大きさも変化しております。つま
りここでファラデーの電磁誘導の法則がでてくるの
です。磁界が変化する、その変化を押さえる方向に
起電力が発生します。すなわちその磁界変化を押さ
える方向に電界が変化するのです。そしてその電界
が変化するのですから磁界が発生し・・・・と電界と
磁界が鎖のようにつながりあって次々と発生してい

電磁波

図3-1  変位電流でも磁界は発生する

コンデンサの電極の間には変位電流が流れます。この
変位電流でも磁界は発生するのです。

図3-2 電磁波の発生
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きます。これが電波が空間を伝わっていく原理と考
えてよいでしょう。

3-2　マックスウェルの電磁方程式
　変位電流がその周りに磁界を作ること、そして変
位磁界がその周りに電界を作ることがわかってきま
した。それではその現象を今までの電磁気の知識か
ら式で表すとどうなるでしょうか。まず変位電流(変
位電界)がその周りに磁界を作るということは

   ( )JEJDH +∂
∂=+∂

∂= tt εrot

で表すことができます。どっかで見たことがある式
でしょう。以前にやったのはrotH=J というものでし
た。今回は∂ D ／∂ t なるものがさらに加わってお
ります。といいますのも、rotH=J のときは、変位電
流を考えに入れていませんでしたし、すでに " 変位
電流によってもアンペア周回積分の法則は成り立つ
" ということを御存じになられたかと思いますので、
式 3-1 のような一般形がかけるわけです。ちなみに
rotH=J はごく限られた範囲でのみ適用できるものと
考えていいでしょう。この式が、電流、そして変位
電流によりその周りに磁界ができるということです。
それでは次に変位磁界の周りに電界ができるという
ことを式で表してみますと、

( )tt ∂
∂−=∂

∂−= HBE µrot

となります。負号は磁界を押さえる方向に電界が発
生することを意味します。さて、この式(3-1)、式(3-
2)がかの有名なマックスウェルの電磁方程式なので
す。マックスウェルの電磁方程式は上記二つと、あ
と補足的な式が二つあり、まとめると

( )JEJDH +∂
∂=+∂

∂= tt εrot (3-1)

( )tt ∂
∂−=∂

∂−= HBE µrot (3-2)

0div =B (3-3)

ρ=Ediv  (3-4)

新たに出した補足的に式は以前にすでにやったやつ
で、特に式の意味を説明する必要はないでしょう。
興味があるのはこの四つの式から一体どういったこ
とが言えるのかということではないでしょうか。実
は、これら式から電磁波という波を表す波動方程式
というものが導かれるのです。波動方程式、なにや
ら難しそうな響きを持った言葉ですが、まずは電磁
波の波動方程式とやらを出してみましょう(取りあえ
ず波動方程式の意味は深く考えずに、波を式で表し
たものとでも思っていてください)。
　いま、式(3-1)と式(3-2)を何とかくっつけてひと
つの式にしてしまおうと考えます。そこでこのよう
な操作をしてみます。

( ) ( ) HHE rotrotrotrot tt ∂
∂−=∂

∂−= µµ

となって式 3-1 が代入できる形になります。早速代
入すると、

( ) ( ) JEJDE tttt ∂
∂−∂

∂−=+∂
∂

∂
∂−= µεµµ 2

2rotrot

という式がでてきました。いま式(3-2)を変形して式
(3-1)を代入しましたが、これと逆なことを全く同様
な方法で行えばもうひとつ式がでてきます。結局式
(3-1)と式(3-2)から以下の二つの式が得られます。

( ) JEE tt ∂
∂−∂

∂−= µεµ 2
2rotrot     (3-5)

( ) JHH rotrotrot 2
2 −∂

∂−= tεµ      (3-6)

ここで式(3- 3 )を電界 E に対するベクトル波動方程
式、式 3-4 を磁界 H に対するベクトル波動方程式と
いいます。大変複雑な式でありますがさらに変形し
てみます。式(3-3)において自由空間を伝わる波を考
えます。自由空間でなにも無い領域ですから、J = 0
(この領域は絶縁物であって導電率σ =0、またεと
μは一様であるとします)で、

( ) EE 2
2rotrot t∂

∂−= εµ     (3-7)

ここでベクトルの公式(あくまで公式、どうしてこん
な式が成り立つのかは、数学の本を参照してくださ
い)

     ( ) )div(div)div(gradrotrot EEE −=   (3-8)

をつかってみますと

EEE 2
2)div(div)grad(div t∂

∂−=− εµ   (3-9)

なにも無い領域ですから、divE は 0 です(電荷を含
まない空間において発散はない)。よって

EE 2
2

2
1)div(div tc ∂

∂=          (3-10)

という式がでてきました(div(divE)= � 2E : ラプ
ラシアン　覚えてますか)。この式もまた重要なので
す。波動方程式をやった人ならどっかで見たよう
な・・・・・と思うでしょう。一般に

2
2

2
2

t
WAr

W
∂
∂×=∂

∂    A:定数 (3-11)

という形で表される式を波動方程式といいます。こ
んな微分だらけの式(2 階微分方程式といいます)の
どこが波を表すか疑問に思うかもしれません。よう
はこの微分方程式を満たす式(つまりは解です。一般
解とか特別解とか・・・・微分方程式でやったでしょ
う)が cos とか sin を含んで、いかにも波だなぁとい
う式なのです。二階微分方程式の解が想像つく人は
この式で " お～波だ！" と思うかもしれません。つ
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いでですから上式が確かに波が伝搬するんだという
ことを説明してしまいます。この微分方程式を満足
する解として






 −=

c
rtAW ωcos1 (3-12)






 −=

c
rtAW ωcos2 (3-13)

という式があります。この二式は波動方程式の特別
解です。この特別解が本当に波が伝搬する様を表し
ているのでしょうか？例えばt=0 の時とある程度時
間が立ったときどうなっているかを見てみれば、伝
搬しているかどうか確かめることができます。この
式の各定数の意味をいっておきますと、W は変位、r
は進む距離、c は r 方向へ伝わる速度です。いまt=0
の時、r=0 という位置にW という値があるとします。
そして時間r／ c がたてばこのWは位置r まで移動し
ていることがわかるでしょうか。話がそれてきまし
たがとにかく式(3-10)は波動方程式であることが大
事なのです。それでは波動方程式を応用して見るこ
とに致しましょう。

3-3　電磁波という波
　電磁波は、電界と磁界の相互作用で発生すること、
そしてそれを式で表したら波動方程式という波を表
す式が出てきました。ということは、どうやら図 3-
2 の鎖は波として表されるようです。電磁波が空間
を伝搬しているとき、ある時間における電界や磁界
の強さを見てみると、電磁波が確かに波であること
が確認できます。
　電界の強さをベクトルを使って表すと、図 3-a の
ような電磁波という波が見えてきます。このように
電磁波を電界のベクトルによって表した図を進行波
パターンといいます。とりあえず、電磁波として図
3- a のような例をあげましたが、実際にはこのよう
な波の他にもいくつか種類があります。ですが、電
磁波というものはいったいどの辺が波なのかがわか
ればと思います。

3-4　平面電磁波
　電磁波にもいくつか種類があります。ここでは、
そのうち最も基本といえる平面電磁波というものに
ついて述べていきます。
3-4-1　波動方程式の導き
　ここで平面電磁波というものを魚として固有イン
ピーダンスとか伝搬速度なんかをだしてゆきたいと
思います。まず平面電磁波というものはどんなもの
かをいっておきましょう。直交座標系で、電磁波が
ｚ方向に進行しているとすれば進行方向と垂直な方

向には成分変化が無いということです。すなわち電
界だけを見るなら図 3-5 のように

00 22 =∂
∂=∂

∂ EE yx (3-14)

ということです。この波は波源より十分遠方の位置
で観測される波です。十分遠方ですからσ = 0 です
し、空間のεとμは一様だとしますとマックスウェ
ルの電磁方程式は

t∂
∂= EH εrot  (3-15)

t∂
∂−= HE µrot  (3-16)

             　  � t
となります。ここで実際にこの式の左辺を求めてみ
ましょう。rotE のだし方を復習してみてください。

図3-3 波の進行

磁界
電界

図3-4　電磁波という波
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zyx EEE
zyx ∂

∂
∂
∂

∂
∂=

kji
Erot

      (3-17)

ここで平面波ですから∂／∂x=∂／∂y=0 となりま
すので、

yx

zyx

EzEz
EEE
z ∂

∂−∂
∂=∂

∂= ij
kji

E 00rot
 (3-18)

同様に

yx HzHz ∂
∂−∂

∂= ijHrot  (3-19)

となります。さて、電界の x 成分は磁界の y 成分に
関係があり電界の y 成分は磁界の x 成分に関係があ
ります(電界が磁界を、磁界が電界を作っており、そ
して互いに直交しているということです。図 3-4 を
見返してみましょう)。得られた結果からｚ方向の電
界・磁界はなく(図 3 - 5 ) 、方程式としては独立な
(Ex,Hy) と (Ey,Hx) の二組となります。それでは
この二組の波動方程式を導いてみましょう。まず
rotH、rotE の結果から

tEzEz xy ∂
∂−=∂

∂+∂
∂−= HjiE µrot (3-20)

tHzHz xy ∂
∂−=∂

∂+∂
∂−= EjiH εrot (3-21)

添え字にとらわれないで。iが x 成分  j が y 成分で
すヨ。

　　　　　　　　x 成分　  y 成分
ここでHや Eをx、y成分に分けてHx、Hyと Ex,Ey で
示します。式(3-20)で x 成分は i 項ですから、

xy HtEz ∂
∂−=∂

∂− µ    (3-22)

そして y 成分は j 項ですから

yx HtEz ∂
∂−=∂

∂− µ   (3-23)

という式がでてきます。さて、同様に式(3-21)につ
いて x，y 成分で式を分けると

xy EtHz ∂
∂=∂

∂− ε     (3-24)

  yx EtHz ∂
∂=∂

∂− ε   (3-25)

という式が得られ、結局電界と磁界の関係式は計四
つ得られました。この四つの式から波動方程式を二
つ導くことができます。マックスウェルの式から波
動方程式を導いた手順を思い出してみてください。
　まず式(3-23)をｚで微分して、それを式(3-24)へ
代入いたします。　

( ) xy EzHtz 2
2

∂
∂=∂

∂−∂
∂ µ

( ) xy EztHz 2
2

∂
∂=∂

∂
∂
∂− µ

t

EzHz
x

y

∂
∂

∂
∂

=∂
∂−

µ
2

2

(3-24)より

t

EzEt
x

x

∂
∂

∂
∂

=∂
∂

µ
ε 2

2

式(3-24)へ代入

x
x

Et
t

Ez
∂
∂=

∂
∂

∂
∂

ε
µ

2
2

xx EtEz 2
2

2
2

∂
∂=∂

∂ µε        (3-26)

こうして波動方程式が得られました。この式を一般
式としてベクトルを用いて表せば

EE 2
2

2
2

tz ∂
∂=∂

∂ µε    (3-27)

という式になります。式(3-26)で、両辺ともE は Ex
となっていますので式(3-27)のようにできるのです。

これらの方向に強さ
の変化はない

電気力線(面?)の幅が狭い。
電界が強い

電気力線(面?)の幅が広い。

電界が弱い

この方向において電気
力線の間隔は一定

電気力線

これは等電位面ではありません。
電気力線の集まりを面として
表したものなのです。

図 3-5　平面電磁波



第三章　電磁波

http:/www.asahi-net.or.jp/~bz9s-wtb/index.htm 5

作成中
作成中
作成中
作成中
作成中

つまり今回の例では波の進む方向としてｚ方向を
とった結果式(3-26)のような電界のx 方向成分がで
てきたわけで、もし波の進む方向を y 方向とか x 方
向としたときに式(3-26)の Ex が Ey とか Ez になった
りするのです。そしてそれをまとめて表してしまっ
たのが式(3-27)ということです。さて、磁界につい
ても全く同様に波動方程式を導くことができ結果を
言うと、

HH 2
2

2
2

tz ∂
∂=∂

∂ µε   (3-28)

という式が得られます。こうしてマックスウェルの
電磁方程式から平面波という条件で波動方程式を導
きました。波動方程式が導けたということは、この
式の解を求めることにより磁界や電界がどのように
振舞うか式で表現することができます。しかし式(3-
27)や式(3-28)の微分方程式を見て、この解を求めよ
うと考えただけでうんざりしそうです。しかし世の
中には大変便利な方法がありましてそれらを活用し
ない手はありません。そこで、その方法とやらを使
うにあたりその考え方を説明してゆきます。

3-4-2　波動関数と複素指数関数
　f(ｚー vt)という形を持った任意の関数(ここで、
v は伝搬速度、t は時間、ｚは波の進む方向)は、波
動方程式を満たします。突然こんなことを言うと "
へ？ " と言葉を失うかもしれません。まずはこうい
う関数は波の伝搬を表すんだということを理解して
いただきたいと思います。そして、当たり前かもし
れませんが f(ｚ－ vt)を波動方程式に示されるよう
に微分したりして変形していくと確かに波動方程式
を満たしているということです。
　さて、伝搬する信号が交流現象であるなら波動関
数は三角関数で表されます。その一例を上げれば、

)cos(0 kztEE −= ω         (3-29)

この式によりｚ方向に波が伝搬することを表すこと
ができます。cos の中にkｚが入っているのがみそで
す。kという定数がでてまいりましたが、これについ
てはこの伝搬式を順を追って説明していくときに一
緒に説明してしまいます。それではまずこの式が波
を伝搬するということを表しているんだということ
を説明していきましょう。
　まず式(3-29)のωt、これは時間に応じて角度が 0
～ 2 πまでぐるぐる回っていることです。すでに承
知かと思われますが、 ω = 2 π f で、ωを角速度と
いいます。そもそも何故この式がでてきたかという
と、正弦波関数は 2πの周期を持っているので、cos
ω t の t が一周期の時間T となったとき(t=T)、この
cos の値が 1 にならなければなりません。このこと
からωT= 2 πという条件式ができて、f=1 ／ T から
ω =2 π f が得られるのです。ωが何故角速度かとい
われるかというと、例えば図 3-6 の波の一周期、つ

まり 0 ～ 2 πという角度を 1 秒間に何回繰り返すか
ということをωが意味しているからなのです。周波
数 f が高ければ 0 ～ 2 πという繰り返しを一秒のう
ちに大変早くくるくると回ることになります。さて、
ωは角速度ですから、角度にするには時間をかけれ
ばよいことになります(ωの単位は rad/ s e c、した
がって rad/sec× sec=rad)。これがωtです。結局、
ω t の部分は時間が判れば角度が出てくるというこ
とになります。次にこの式(3-29)では、kという何だ
かよくわからない定数と、波の進む方向の距離であ
るｚという値が出ております。この k はとにかく定
数ですのでなんか適当な値が入るということは確か
です。ところで、cos の中身は角度でなければいけま
せん。ｚは距離ですから、どうやら k はそのｚの距
離を角度に直すものということが伺えます。ω t の
場合は時間が進むと角度が変わっていくように、k
ｚの場合は距離ｚが変わると角度が変わっていくと
いうことになります。ここで電気の世界で、

　　　 )cos(0 φω −= tEE        (3-30)

と表される式において、Φは E の位相を表すことを
ご存じでしょうか。cos(ω t －Φ)は cos(ω t)より
位相がΦだけ遅れていることを示しているのです。
このことから式(3-29)は、z が大きくなる(距離がど
んどん離れていく)と位相がどんどん遅れていくこと
がわかるでしょうか。結局 k というのはその距離を
位相に対応させるもので、位相定数と呼ばれている
ものなのです。それではこの距離が離れていくと位
相が遅れるということを表す式が何故、波を伝搬す
る式であるのかを考えていきましょう。
　まず、図 3-9 のように距離ｚ r 離れた位置にそれ
ぞれ波の観測者 A と B がいたとします。いま、時刻
t=tA の時、Aが図3-9 における波のp(振幅が1.0)点
を見たとき、Bは、まだA者がちょっと前に見たq(振
幅が 0.1)点を見ています。といいますのも、B 者が
見る波というのは、cos(ω t － k ｚ)であって、A 者
の見る波であるcos(ω t)よりも位相がk ｚ遅れてい
ますから、実際に A 者の見たところを B 者が見れる
のはある程度時間が経過してからです(A 者に対し B

図 3-6 ω t を横軸で表した波
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者はcosの括弧の中がkｚ引かれてしまってます。し
たがってA 者と cos の括弧の中が同じ値になるには、
k・ｚ・ωは値が決まっているのでt が大きくなるし
かありません)。結局 B 者が A 者と同じ点を見えた時
間を tB とすると(すなわち B 者が見ている波の振幅
が1.0となるには、tはどうなればいいか。A者はt=tA
のときにこれを見ています)

       )cos()cos( rBA kztt −= ωω      (3-31)

   A が時刻 tA に見た       B は tB の時刻でその

   点 P(振幅 1.O)          振幅 1.0 の点 P が見れる

より

rBA kztt −=ωω

ωω
ω r

A
rA

B
kztkztt +=+=
    (3-32)

　　　　　　　　　　        B 者は A 者より kz/ ωだけ

                            時間がたつと点Pが見れる

となり、tA より kz/ ωの時間が経つと B 者が点 P を
見ることができます。すなわち、P点はkz/ ωという
時間をかけて B まで進んだことになります。これが
波の伝搬を表すことなのです。zr という距離を kz/
ωという時間をかけて進んだのですから、この波の
伝搬速度は、

kkz
zv
r

r ω
ω

==
/      (3-33)

となります。
　ここでこの式を位相定数の式に直せば、

v
k ω=       (3-34)

となり、位相定数は角周波数を波の伝搬速度で割っ
たものとなります。波の速度を光速とするなら

λ
πλ

ππω 222 ====
c

c

c
f

c
k      (3-35)

となり、2 πの中に１波長が何個はいるかというこ
とで k を波数とも呼びます。
ところでこれら結果から式(3-29)を変形してみます
と、

　式(3-29)= 




 −−=





 − )(coscos 00 zvt

v
Ez

v
tE ωωω

           




 −= )(cos0 vtz

v
E ω     (3-36)

となり確かに波動関数となっております。一般的に
は波は進む波ばかりではなく反射などにより帰って
くる波もあります。それを考えに入れると

     )()( vtzFvtzFE ++−=      (3-37)

         +z 方向に進む波      -z 方向に進む波
となります。次に三角関数の複素指数関数への代用
について述べます。
　まずオイラーの公式を思い出してください。

tte tj ωωω sincos j+=   (3-38)

複素指数関数は三角関数にて作られております。こ
のことを利用して先の余弦関数を複素指数関数に置
き換えてしまいます。いとも簡単に置き換えて大丈
夫なもんか？と思うと思いますが、これが大丈夫な
のです。ものは試し、式(3-29)を複素指数関数で表
してみましょう。

tjjkzkztj eeEeE ωω −− == 0
)(

0E (3-39)

(a)時間を止めて、距離に対する振幅分布を見る (b)観測者の位置を固定して波の伝搬を見る

図3-7 波の伝搬
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ここで、 jkzeE −
0  が交流理論で使われるところの複

素振幅です。つまり

yxkzkzEeE jkz jj +=−=− )sin(cos00  (3-40)

と、大きさがE0 で x 軸とのなす角Φが位相差とい
う複素平面上の二次元ベクトル上で表示できるの
です。交流をベクトル表示というのはちょっと慣
れないかもしれませんが、交流理論ではこのよう
な取り扱い方をします。例えば

)cos( 10 φω −tE 　　　        (3-41)

      )cos( 20 φω −tE          (3-42)

はベクトル表示すると図 3-9 のようになり式(3-
41)と式(3-42)の位相差がベクトル的にわかるよ
うになります。あとej ω t という項が残っており
ますが、これは図3-8 で表したベクトルが時間と
ともに反時計方向にぐるぐる回ることを表しま
す。つまり、図3-10(ａ)のように、時間軸をx軸
にとっていたとき z r 点からｂ点へ時間が進むこ
とは同図(ｂ)のａ点からｂ点まで(この図でａ点
とｂ点は同じ位置になります)をぐるっと一回転
することなのです。では具体的な数値例として、
f=1〔H ｚ〕で0.25 秒経過した点は、

1
2

sin
2

cos)25.012( jj =+== ×× πππω jtj ee

と 1/4 回転したところとなります。さて、何故こん
なまわりくどそうなことをするかというと、この方
法を用いると計算の手順や表現を簡略化することが
できるからなのです。特に波動方程式のように微分
がさんざんはいってくると計算が大変面倒なのです
が、この方法、つまりej ω t の形を使うと時間微分
は

tjtj eje
t

ωω ω=
∂
∂

(3-43)

tjtj ee
t

ωω ω2
2

2

−=
∂
∂

(3-44)

tjntj
n

n

eje
t

ωω ω)(=
∂
∂

(3-45)

こうして表された波は進行波のみです。波動関数の
ところでお話ししましたように、波には反射波とい
うものも考えられますから、これを考慮いたします
と、

      tjjkz
b

jkz
a eeEeEE ω)( 00

+− +=     (3-47)

         進行波     反射波      時間項
というように表されます。
　さて、これで複素指数関数による表現と波動関数
についての説明が終わりました。いよいよマックス
ウェルから導いた平面波の波動方程式の解をこれら

図3-10 tje ω のベクトル
図3-10 (3-31),(3-42)式をベクトルで表すと

図3-10

(a)時間と振幅で表現した場合 (b)大きさと角度で表した場合
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を用いて解くことに致しましょう。

3-5　平面電磁波の波動方程式の解
　今一度平面波の波動方程式を載せます。

2

2

002

2

tz ∂
∂=

∂
∂ EE µε              (3-48)

2

2

002

2

tz ∂
∂=

∂
∂ HH µε            (3-49)

ここで E も H も時間に関する量であることはすでに
述べましたので、ωを使って表すと、∂ 2 ／ T2= －
ω 2 から、両式は

02
02

2

=+
∂
∂ EE k

z
 (3-50)

02
02

2

=+
∂
∂ HH k

z   (3-51)

と変形できます。ここで 000 µεω=k ですから式

(3-50), 式(3-51)は単振動の解となります。すなわ
ち、式(3-50), 式(3-51)の解は

)(
0

0ktjeE −= ϖE (3-52)

)(
0

0ktjeH −= ϖH (3-53)

となります。ここで E0 や H0 は時間に依存しない値
です。さて、式(3-50),式(3-51)から式(3-52),式(3-
53)のような解となることは指数関数のところでお話
ししましたが、このままでは何とも面白くありませ
ん。E0,H0 は実際、どういう値になるでしょうか。そ
の求め方は、式(3-52), 式(3-53)を実際にマックス
ウェルの式に入れてやればいいのです。3, 4 式はベ
クトル表示されていますので、このまま代入すると
ごっちゃになりますからまず x，y，ｚの各成分に分
けます。

)(
0

0ktj
xx eEE −= ϖ 　　　 )(

0
0ktj

xx eHH −= ϖ

)(
0

0ktj
yy eEE −= ϖ 　　　 )(

0
0ktj

yy eHH −= ϖ 　(3-54)

)(
0

0ktj
zz eEE −= ϖ 　　　 )(

0
0ktj

yy eHH −= ϖ

そして、マックスウェルの式に代入します。全成分
についてやるやるのは大変ですので、ひとつに絞る
としましょう。

t
H

z
E

y
E xyz

x ∂
∂−=

∂
∂

−
∂
∂= 0)rot( µE       (3-55)

ここで平面電磁波は� Ez ／� y=0 ですから

t
H

z
E xy

∂
∂=

∂
∂

0µ   (3-56)

式(3-54)の Ey、Hx を、式(3-56)に代入して微分計算
をすると

)(

0
00

)(
0

0

00
1)(1 zktj

x
zktj

yo e
zkt

Hek
zkt

E −−






−

=−⋅
−

ϖϖ ω
ω

µ
ω

ωµ 000 xyo HkE =−

ここで、 000 εµω=k より

ωεµεµω 00000 xyo HE =−

0

0

00

0

0 ε
µ

εµ
µ ==

x

yo

H
E

    (3-57)

具体的な値は出ないにせよ、電界と磁界の比という
ものが求まりました。同様に計算を他の成分につい
ても行い、電界と磁界の関係を求めると、

000 yxo HE µε = (3-58)

000 xyo HE µε =− (3-59)

00 0 == zzo HE (3-60)

という関係式が得られます。こうして進行方向ｚで
ある電磁波から、いくつかの関係式が得られました。
これらの式から次のようなことがいえます。

(1) 式(3-60)より、平面波は進行方向に電磁界を持
たない一種の横波　　である(この主の波を TE Ｍ波
といいます)。
(2) 電界と磁界は互いに垂直(Ex0に対しHy0、Ey0に
対しHx0 とい　　う関係から)で、その大きさの比は
次の関係を保っている。

0
0

0

00

Z
H
E

H
E

x

yo

y

xo ===
µ
ε

    (3-61)

　　　ここに Z0 は波動インピーダンスといいます。
自由空間を伝送　　　線路として考えたとき、電界
を電圧、磁界を電流に例えたもの　　　です。真空
中ではＺ0=376.7〔Ω〕となります。
(3) 電磁波の進行方向は、EからHに向かって外積を
とった、そのベ　　クトル方向となる。もしくはEか
ら H に向かって右ネジを回した　　ときの右ネジの
進む方向といえる。つまり進行方向は E × H の方　
　向なのです。

　以上のことを踏まえて図 3-4 の進行波パターンを
もう一度見て下さい。この図が平面波を表している
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ことがもうわかると思います。

3-6　導電媒質中の平面波
　今まで絶縁媒質の中の平面波というものを考えて
まいりました。" え！？、そうなの？" と思った方、
マックスウェルの電磁方程式のところを読みなおし
てみてください。ちゃんと各個の中に絶縁媒質中の
平面波という言葉が出ています。これから考えるの
は絶縁媒質ではなく導電媒質中の平面波です。導電
媒質とはどんなものかというとσ≠ 0 の領域のこと
です。究極的にσ = ∞と考えればそれは完全導体中
ということです。このσ≠ 0 というのは単純に導体
内と考えてしまいそうですが、正確にいうと水や空
気などもσ≠ 0 なのです。このときマックスウェル
の方程式は媒質中に流れる導電電流も考えに入れな
ければならず、絶縁媒質のようにJ=0 とすることは
できません。つまり

　　　 EJH ωεj+=rot        (3-62)

です。もうすでに∂／∂ t を j ωにしてしまってい
ますが、この方がなにかと計算が楽なので、これか
ら j ω法を使います。さて、この媒質中に流れる電
流はすなわち⊿ E のことですから、

E
j

jj 





+=+∆=

ω
σεωωεEEHrot (3-63)

いま、　







+=

ω
σεωε
j

j'

とすれば

Ej 'rot ωε=H (3-64)

こうしますと波数 k は

µ
ω

σεωµεω 





+==

j
k ' (3-65)

したがって波数 k は複素数となります。ところで

)(
0

0ktjeE −= ϖE        (3-66)

)(
0

0ktjeH −= ϖH            (3-67)

ですから、この式に、先程求めた波数を入れてやれ
ばどんなふうに伝わるのかがわかります。しかし、k
の式は随分複雑ですから

αβµ
ω

σεω j
j

k −=





+=          (3-68)











−+= 11

2
1

22

2
22

εω
σµεωα (3-69)











++= 11

2
1

22

2
22

εω
σµεωβ           (3-70)

と、虚部をα、実部をβとしてしまいます。α、β
ともに複雑な形をしていますが、とにかく電導媒質
中における平面波の波数 k はβ－ j αと複素数で表
されることがポイントです。これを式(3-66)や式(3-
67)に代入すると、αとβの意味がわかってきます。
ここでは式(3-66)に代入してみますと

tjzjjtjjkz eeEeeE ωαβω )(
00

−−− ==E

tjzjz eeeE ωβα −−= 0          (3-71)

となります。この式から距離ｚが大きくなる(波源か
ら離れていく)と e- α z の項が効いてきて E が小さ
くなってゆきます。つまり電磁波は伝搬方向に向
かって減衰してゆくのです。このαを減衰定数と呼
んでおります。そして、

tjjkzeeE ω−= 0E

において e-j k z の jk の部分を伝搬定数と呼んでお
り、一般にγで表されます(γ =jk= α +jk)。また、k
がこの場合の位相定数です。
　さて、このαの値が大きければ電磁波はすぐに減
少します。そして、αはσが大きければ大きくなる
わけですから、導電性の良い導体などに電波がきた
ら導体を通過する前にかなり減衰してしまうことが
直感的にわかると思います。このように導体内に入
射した電磁波が急速に減衰する現象を表皮効果とい
います。

3-6-1　三次元における波の指数関数表示
　今まで考えていた波は直交座標系でｚ方向にのみ

図3-11 軸上以外に伝搬方向を持つ波
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進むものでした(図 3-4)。しかし一般的には図3-11
のように直交座標系の中を進行方向が特に軸上には
のらないものを考えます。このような波は波動方程
式が

2

2

22

2

2

2

2

2 1
t
W

cz
W

y
W

x
W

∂
∂=

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

 (3-72)

というように表されます。この波動方程式の特別解
は指数関数表示ですと、

( )( )( )zjkzjkyjkyjkxjkxjk eBeAeBeAeBeA 332211
332211

+−+−+− +++=W

               (3-73)
と表すことができます。ここで、k1，k2，k3は x，y，
z 方向への位相定数です。波が伝わるにあたっては、
ある一点でこの伝搬する波をみるとすればちょうど
位相がずりずりと変化していくように見えるわけで、
これを位相速度といいます(図 3-12)。
　もし、波が斜めに進むとすれば波の位相が変化し
ていく速度も今までのように進行方向の軸上からみ
たものとは違って見えます。つまり図3-11 のように
位相定数が進行方向の軸上にいる b 者と、そうでな
いａ者とでは違うのです。ここでちょっとだけ位相
定数を復習してみましょう。与えられた時間 t に対
してその波の進行方向距離 r=0 のものより、進行方
向へxだけ離れたr=x の地点ではr=0 より位相がk0x
だけ遅れています。ここで位相の遅れがちょうど 2
π、すなわち r=2 πとなる距離を波長としてλで表
します。つまり

πλ 20 =k  (3-74)

0

2
k
πλ =  (3-75)

という式が生まれました。またさらに式変形を行え
ば

)2(
/

22
0 f

vfv
k πωωπ

λ
π ====    (3-76)

となります。
　さて、b 者においてはλという距離(r2-r1)で 2 π
の位相遅れとみることができますが、ａ者からこの
波をみたらどうでしょうか。a 者は x 軸上で一波長を
r1' から r2' とみます。これはa者がx軸上としての
距離でみているからです。この r1'-r2' という距離
は、a 者が観測した 2 πの距離よりも長いことがわ
かると思います。ａ者の観測した 2 πの距離と b 者
の観測した 2 πの距離は次のような関係があります。

図3-12 位相速度

図 3-13　観測者の位置により位相速度が変る

(a)
(b)
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　　　　 θ
λλ

cos
'=    (3-77)

ところで、平面波の腹が r1 から r2 へ伝わる時間も
r1' から r2' へ伝わる時間も同じです。そこへきて、
距離が x 成分の方が1/cos θだけ長い、つまりx
軸方向への位相速度は、

θcos
vvx =  (3-78)

となるのです。ところで電磁波の伝搬速度は光速と
ほぼ等しいのですから式の上では波の x 成分は光速
を越えるという面白いことになります。もちろん、
光速を超えるのは位相速度だけであって、波そのも
のの伝搬速度が光速を超える訳ではありません。な
にゆえ位相速度だけが光速を越えることができるの
かを図 3-14 に示します。B 者は波面のある一点のみ
を見ているのに対し、A 者は異なった点を見ている
のです。これが A 者から見ると位相速度が光速を越
えてしまう理由なのです。さて x 軸方向の位相定数
は、

θ

θ

ωω cos

cos

0kvv
k

x
x ===

   (3-79)

となります。これと同じことを y 方向についてもや
れば

θsin0kky =       (3-80)

となって、平面波の式は反射が無いとすると、

tjyxjtjyjkxjk eAeeeAe yx ωθθω )sincos( +−−− ==W
                   (3-81)
というようになり、軸上に沿って伝搬しない電磁波
は、各成分によって位相定数が表されるようになり
ます。

3-7　ポインティングベクトル
磁界や電界によって空間にエネルギーが蓄えられる
ということは式(1-116)や式(2-43)でご存知のことか
と思います。エネルギーと言われても目に見える物
ではないのでどうもイメージがつかみにくいかもし
れませんが、まぁここではこのエネルギーというも
のは元々は電気であったものが磁界やら電界やらの
形に変えて保存されているとでも思っておきましょ
う。
　さて、電磁波というものは磁界が電界を作り、そ
の電界が磁界をつくるといった形で伝搬していくこ
とはすでに述べました。エネルギーとしてみれば磁
界によって蓄えられたエネルギーが電界を作るエネ
ルギーとして使われ、電界エネルギーとなる。そし
てその電界エネルギーが今度は磁界を作るエネル
ギー源となり、磁界を作りその磁界にエネルギーを

移し変える。といったように磁界から電界、電界か
ら磁界へエネルギーが受け渡されていきます。つま
り電磁波にはエネルギーの伝搬があるわけです。そ
して単位断面積を通して単位時間に流れるエネル
ギーをベクトル S で表したものを一般にポインティ
ングベクトルといいます。これはポインティングさ
んが提案したからポインティングベクトルと言う訳
で、POINTING(指示する)のポインティングとは違い
ます。しかしながらスペルこそ違えど意味的にはう
まくあっておりおもしろいものです。
　それではポインティングベクトルが何物であるの
かがわかってきたところで実際に電磁波のエネル
ギーの移動という物に付いて詳しく述べましょう。
まずマックスウェルの電磁方程式をもってきます。

t∂
∂+= DJHrot      (3-82)

  左辺は磁界についてを表し、右辺は電流について
を表しております。いま知りたいのは電力について
ですからこの式を電力を表す式にしなければなりま
せん。左辺はともかく右辺は電流源を含みますから
E を掛ければ(内積をとる)、電力の式らしくなりま
す。つまり E・J という電力ベクトルで表すことがで
きます。電気の世界での電力が V Ｉで表されていた
のと同じような感覚で覚えておきましょう。そのよ
うなわけでまずは E による内積をとってみます。

t∂
∂+⋅= DEJEHErot            (3-83)

ここで、この式を簡単に説明しておきますと、E・J
は単位体積内で消費されるオーム性電力です。E(�
Ｄ / � t)というのは静電界のところででてきた静電
エネルギーの( 1 / 2 ) E・Ｄに似ていると気づいたで
しょうか。この式は偏微分で表されていますから、
単位体積内に蓄えられたエネルギーの増加率、つま

図3-14 位相速度は光速を超える！
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りは蓄積エネルギーを増加させる瞬時電力です。の
こったErotH というのはなんだかよくわかりません。
わからないのでベクトル公式

BAABBA ×−= divrotrot         (3-84)

を使って分解してみると

t∂
∂+⋅=×− DJEHEEH divrot      (3-85)

となります。まだこのままでは何だかよくわかりま
せんが、マックスェルのもう一つの式

t∂
∂−= BErot    (3-86)

を代入しますと

tt ∂
∂+⋅=×−

∂
∂⋅− DEJEHEBH )div(    (3-87)

という式が得られます。ここで H(∂ B/ ∂ t)という
のもエネルギーと表すことに気づかれたでしょうか
(W=(1/2)H・B　を思い出して)。
　これで役者がそろいました。この式を見やすくし
て

tt ∂
∂⋅+

∂
∂+⋅=×− BHDEEJHE )div(    (3-88)

と書き直しますと、オーム性の電力と磁界・電界の
エネルギー、そして－div(E × H)という何やら怪し
げなものがでてまいりましたが、これについてはも
う少し説明を後にするとしまして、もう少し式を変
形いたします。電界や磁界のエネルギーを表すと
言っていた式ですが、これらは








∂
∂=

∂
∂=

∂
∂=

∂
∂ 2

2

22
1 E

tt
E

tt
εεε EEDE  (3-89)

 






∂
∂=

∂
∂=

∂
∂=

∂
∂ 2

2

22
1 H

tt
H

tt
µµµ HHBH (3-90)

と変形しまして







+

∂
∂+⋅=×−

22
)div(

22 HE
t

µεEJHE (3-91)

そして、これらは単位体積でのことですから、体積
全体を考えるために全体を積分(体積積分)してやれ
ば

∫∫∫ 





+

∂
∂+⋅=×− dvHE
t

dvdv
22

)div(
22 µεEJHE

(3-92)
ここで発散の定理

∫∫ ⋅= dSdv EAdiv        (3-93)

をつかえば

∫∫∫ 





+

∂
∂+⋅=⋅×− dvHE
t

dvdS
22

)(
22 µεEJHE

   (3-94)
という式になりました。結局右辺の第一項目の式は
体積内で消費される全体のオーム性電力、第二項は
電界と磁界に蓄えられるエネルギーの時間増加率。
つまり体積内の蓄積エネルギーを増加させる瞬時電
力です。さて、この右辺は体積内にあるものを集め
て表されるエネルギーですが、左辺は体積を囲む閉
曲面についてを集めるもの、つまり外にでて行って
しまうものを集めることを表しております。この外
にでて行ってしまうもの(エネルギー)が、実は電磁
波が運んで行く電力を表しているのです。そしてこ
の E と H の外積

HES ×=     (3-95)

の S をポインティングベクトルといい〔W ／ m2〕の
単位を持つ瞬時電力密度なのです。なお、この式で
表されるポインティングベクトルは E と H が同相で
あるときです。もし位相が異なるとすると

　　　 *HES ×=        (3-96)

と表されポインティングベクトルは複素量となりま
す。そして電磁波電力はこの実部から計算されます。
特に式(3-96)について導きやら何やらと詳しくはや
りません。電気回路において有効電力とか無効電力
というものを一度学習しておきますと複素ポイン
ティングベクトルについても何となくわかってくる
と思います。そのあたりは参考文献におまかせする
とします。

3-8　偏波
　ｚ方向へ伝搬する平面波は、電界と磁界が式( 3 -
57), 式(3-58), 式(3-59)のような関係にありました。

式(3-57)では電界の x 成分に 0ε をかけたものは、

それに直交する磁界成分(つまり磁界のy 成分)に 0µ

をかけたものに等しいという関係で電磁波が存在す
ることをいい、式(3-58)では電界がy，磁界がx成分
で式(3-57)と同じことがいえる電磁波が存在するこ
とをいいます。そして式(3-59)で式(3-57),式(3-58)
どちらも進行方向に電界・磁界がない、つまり平面
波であることを示しています。また式(3-57), 式(3-
58)で表される平面電磁波の進行方向はどちらも同じ
です。ここで、電界の方向と波の進行方向のなす面
を偏波面といいます。そして、図 3-15(ａ)の電磁波
は偏波面が水平方向であるので水平偏波、(ｂ)の電磁
波は偏波面が垂直であるので垂直偏波と呼び、水平
偏波や垂直偏波のように偏波面が常にひとつの平面
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であるような電磁波を直線偏波といいます。水平偏
波と垂直偏波は電界・磁界の偏波面がちょうど 90°
異なっており、互いに直交関係にあるといえます。
　さて、ここで垂直偏波と水平偏波の合成された波
を考えてみましょう。ひと
まず磁界は電界と面が 90°異なるだけで大きさの変
化のしかたは電界と同じですから、波の合成は電界
か磁界のどちらか一方のみを考えれば事足ります。
ですから、ここでは電界についてのみ考えてみこと
にしましょう。
            　　　　    図 3-15　　直線偏波

　水平偏波と垂直偏波の電界成分を各成分の単位方
向ベクトルを使って表すと、

)(
0

0zktj
xx eEE −= ωii (水平)     (3-97)

)(
0

0zktj
yy eEE −= ωjj (垂直)     (3-98)

で表すことができます。また i は x 方向への、j は y
方向への単位ベクトルです。sin や cos などでこれら
波を表せば、オイラーの公式による展開と、実数部
のみが実際に観測できることから、

)cos( 00 zktEE xx −= ωii

)cos( 00 zktEE yy −= ωjj

と表すことができます。この 2 式を合成した
波 E は、

)cos()( 000 zktEEEE yxyx −+=+= ωjijiE  (3-99)

となります。この式は図3-16 のように斜めに偏波面
を持った直線偏波の電磁波となります。
　さて、合成される波の位相が図3-17 のようにずれ
ていると、電磁波の偏波面はひとつの面内に収まら
なくなります。図3-17 のとつひとつの電界を合成し
てみて下さい。ひとつひとつの電界の向きの軌跡を
とってみれば、進行方向の軸のまわりをらせん上に

回っていることに気付くでしょう。また、位相をど
んどんずらしていくと、今度は回転方向が逆さまに
なります。いまEx，Ey のふたつの電磁波の大きさが
等しいのならば、合成された電界を電磁波の進行方
向から眺めると、ちょうど円を描いているように見
えます。このような電磁波を円偏波といいます。こ
こで、円偏波の回転方向を見てみますが、これが
ちょっとややこしいのです。図3-17 において(a)は
右・左どっちに回転しているかと尋ねられれば、た
いていは右回転と答えるでしょう。これは時間を固
定したとき、送信から受信に向かって電界の軌跡を
とったときの回転方向で、光学の偏波の回転の定義
がこれに相当します。ところが電磁波の場合はこの
逆で、受信点で伝搬してきた電界を観測して、その
回転方向が偏波の回転方向となるのです。したがっ
て回転方向は図3-17 のように普通に考えた方向とは
逆になります。電磁波の場合、受信アンテナに到達
した電磁波見て、電界の向きが時間が経つにつれて
どのように変化(回転)しているかを見ているのです。
　さて、Ex，Ey の大きさが等しいと合成された電磁
波は円偏波となりましたが、もし大きさが異なって
いたらどうでしょうか。この時電界のとる軌道を正

(a)垂直偏波 (b)水平偏波

図3-15 直線偏波

図3-16 偏波面がなな斜めになる電磁波
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面から見ると、だ円となり、これをだ円偏波といい
ます。このだ円偏波は Ex と Ey の大きさが異なるふ
たつの直線偏波の合成として表される他に、右まわ
り、左まわりの円偏波の合成としても表すことがで
きます。

3-9　境界条件
　光や音と同じように伝搬している波が壁にぶつか
ると、壁の種類により反射したり透過したりします。
つまり波は空気という媒質と壁という媒質の境にて
反射なり何なり起こるのです。一般的に言えば二つ
の異なった媒質がある曲面で接している場合に、そ
の接触面がひとつの境界面となり、その両側で電磁
界にある種の不連続を生ずると考えられます。この
ような境界の両側における電磁界の関係を境界条件
といいます。この境界条件を知ることにより、媒質
により電磁波がどのような反射、透過が起こるか知
ることができます。一般に境界条件は四つあり、こ
のひとつひとつを説明することに致します。まず
マックスウェルの方程式を j ωを使って表したもの
を次に出しておきます。

DJH ωj+=rot     (3-100)

BE ωj−=rot    (3-101

0div =B           (3-102)

ρ=Ddiv   (3-103)

　また境界条件を出すにあたり、その方法を簡単に
述べておきましょう。今境界を図3-17 のように非常
に薄いのではあるけれどもある厚さ⊿ t を持ってい
た層になっているとします。この中で電磁界が連続

図3-19 円偏波

図3-18

図 3-20 境界条件
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的に変わっていくと考え、最後にこの厚さを⊿ t を 0
とした極限を求めるといった方法をとります。

　①式(3-102)より
　図3-17 において式(3-102)を当てはめてみます。

0)(div 21 =∆⋅−⋅=⋅= ∫ Sd
S

BnBnsBB

)(0 2121 BnBnBnBn ⋅=⋅=⋅−⋅Q 　(3-104)

この式は境界を貫く磁界の法線成分は同じというこ
とを意味します。

　②式(3-103)より
　①と同じように計算を行いますが、注意すべきは
電荷ρがあることです。結果として、

)(lim
021 tSSS

t
∆∆=∆⋅−∆⋅

→∆
ρDnDn

   (3-105)

となります。 )(lim
0

tS
t

∆∆
→∆

ρ は厚さ t が 0 となることで

すから、面電荷を表すことになります。いま、この
面電荷をρ m とおくと、

mSS ρ=∆⋅−∆⋅ 21 DnDn        (3-106)

この式はもし境界面に電荷が帯電しているのなら D
の接線成分は不連続、またρmが存在しなければBと
同じように電束の法線成分は同じということです。

　③式(3-101)式より

　式(3-101)にてストークスの定理を用いてみましょ
う。まず式(3-101)を面積積分してストークスの定理
を適用、⊿ t → 0 の時どうなるかをみてみます。た
だ図3-21(ａ)をみて、rotE を面積分といってもピン
と来ないでしょうから、図3-21(ｂ)を用意しました。
この図(ａ)の EBCD をひとつの面とした直方体を考え
ます。ストークスの定理はこの各面 dS1 から dS5 の
rot をとったときにその結果がABCD の線積分と同じ
ということですから、

∫ ∫ ⋅=
S ABCD

ddS sEErot    (3-107)

です。すなわち(ｂ)式の左辺は⊿ t → 0 とすると、

llldS
St

∆−=∆⋅−∆⋅=∫→∆
)(rotlim 21210

EEtEtEtE

(3-108)
そして、右辺はというと、j ω B の面積分、つまり B

図 3-20 磁束の境界条件

図3-21 ストークスの定理から



第三章　電磁波

http:/www.asahi-net.or.jp/~bz9s-wtb/index.htm 16

作成中
作成中
作成中
作成中
作成中

のABCD の垂直成分 (すなわち B・n) と面積 (⊿ l
×⊿ t) の積ですから

0)(limlim
00

=∆×∆⋅=⋅
→∆→∆ ∫ ltjdsj

tt
nBnB ωω

 (3-109)
結局以上から

0)( 21 =∆− lEEt        (3-110)

という結果が得られます。ここで図 3 - 2 1 ( d )から

nnt ×= 0

0))(())(( 210210 =−×=∆−× EEnnEEnn l  (3-111)
ここで、この式でE1，E2 の rot の値をそれぞれとっ
たことと、その値の接線方向の値をそれぞれとって
も大きさ関係は同じですから

0)( 21 =−× EEn        (3-112)
ということになります。結局この式の意味するとこ
ろは E の接線ベクトルが連続、すなわち境界の両側
における電界の接線成分は等しいということです。

図 3 - 2 1 ( c )で tEtE ⋅=⋅ 12 というとわかりやすいで

しょうか。

　④式(3-100)より
　式(3-100)において③と同様な計算を行います。た
だし、J= σ E(σは導電率)というものに対して行う
のです。

{ } 0)(lim)( 0021 =∆∆⋅+=∆−
→∆

tljt
t

nDJHHt ω

0)( 21 =−×∴ HHn           (3-113)
得られた式の意味は境界の両側における磁界の接線
成分は等しいということです。

3-10　平面波の反射・透過
　電磁波が境界面に入射すると反射なり透過なり起
こります。この反射なり透過なりがあるからこそ電
波伝搬というものは面白いものなのです。特に無線
をやっている人などは実感できると思うのですが、
富士山に電波をぶつけるとうまい具合に目的とする
ところに電波が飛んでいくとか、ちょっと大掛かり
なものとして、空に浮かんでいるお月様を電波の反
射版として通信を行うものもあったりで、電波の反
射の性質というものを知ることによりどのようなも
のに反射させればどのように飛んでいくのか予想が
ついて面白いものです。それにしても月に電波を反
射させて通信するなんて信じられないようですが、
実際に行っている人がいるのですから驚きです。考
えようによっては声だけは月面に行っているという
ことでしょうか。
　平面波というものは、地上に対し電界が水平であ
る水平偏波と電界が地上に対し垂直である垂直偏波

というものがあることは平面波のところでお話しし
ました。この水平偏波と垂直偏波とでは反射の性質
が違いまして、これから水平偏波と垂直偏波とで分
けて反射についてを述べることに致しましょう。

3-10-1　水平偏波が、垂直におかれた壁に反射する
場合
　電磁波の反射、透過は先にやった境界条件を満た
しながら起こります。いま、図3-22 のように電界が
大地と水平、磁界が大地と垂直な電磁波が入射角θ
を持って壁にぶつかるとします。
　図3-22 にて電磁波が斜めに入射するというイメー
ジをつかんでいただいたところで、図3-20 を真上か
ら見下ろした図を使って具体的に反射・透過の話を
進めます。
　この角でθ i により斜めに入射した電磁波が反射
するときの角度θ r や透過したときの角度θ t はど
のようになるのかを考えてみましょう。まず図3-23
のように入射波が壁にぶつかり反射し、残りが透過
します。ところでこれからは、媒質Ⅰと媒質Ⅱの関
係が次のようなものとして考えていきます。
　　　　媒質Ⅰ　　　ε 0　μ 0
        媒質Ⅱ　　　ε　　μ　　
        ε 0＜ε　　μ0�μ

図3-22 反射のイメージ

図3-23　水平偏波の反射・透過
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　まず、入射波・反射波・透過波について、電磁界
を表す式をたてます。今一度 " 三次元における波の
指数関数表示" の項を参照してから以下の式の意味
を確認してください。ところで、水平偏波ですから
電界は x 方向・ｚ方向に成分を持ち、磁界は y 方向
成分しかありません。

)cossin(0cos ii zxjk
iiix eEE θθθ +−= (3-114)

)cossin(0sin ii zxjk
iiiy eEE θθθ +−= (3-115)

)cossin(0
1

ii zxjk
iix eE

z
H θθ +−=

(3-116)

また反射波波、磁界の向きが反射しても変わらない
とすれば電界の向きは図 3-23 のようになり(電磁波
の進む方向と磁界・電界の向き、思いだしてくださ
い)

)cossin(0cos rr zxjk
rrrx eEE θθθ −−−=  (3-117)

)cossin(0sin rr zxjk
rrrz eEE θθθ −−−= (3-118)

)cossin(0
1

rr zxjk
rry eE

z
H θθ −−=  (3-119)

そして透過波の成分は
)cossin(2cos tt zxjk

tttx eEE θθθ +−= (3-120)

)cossin(2sin tt zxjk
tttz eEE θθθ +−−=  (3-121)

 
)cossin(

2

2
1

tt zxjk
ttx eE

Z
H θθ +−=

(3-122)

と表されます。この入射波・反射波・透過波の三つ
の式群が境界条件を満たしながら反射・透過を起こ
すのです。さて、境界条件についてはまだ記憶に新
しいと思います。境界、すなわちｚ =0 の地点にお
いて境界条件 " 電界の接線方向の大きさは等しい "
ということから電界の x 成分を使って方程式を立て
てみますと

txrxix EEE =+  (3-123)

より、

 ( ) tri xjk
tt

jk
rr

jk
ii eEeEeE θθθ θθθ sinsinsin 200 coscoscos −−− =−+

(3-124)
という式が得られます。ここで注意すべきは、媒質
Ⅰの電界は入射波の電界と反射波の電界の和である
ということです。この式において、入射波・反射波・
透過波は境界面において位相が同じ(但し境界面に電
荷が無いものとします)、つまり境界面において連続
であるということから以下の式が導かれます。
　・ｚ =0 にて入射波と反射波の位相が等しい

           ri xkxk θθ sinsin 00 =

         ri θθ sinsin =∴    (3-125)

　・ｚ =0 にて入射波の位相と透過波の位相が等しい

　　　　　 ti xkxk θθ sinsin 20 =

ti kk θθ sinsin 20 =∴ (3-126)

以上のように二つの式が位相による条件からでてま
いりました。式(3-125)は電磁波の入射角と反射角が
等しいことを意味し、式(3-126)からは誘電率の比に
応じて透過角が決まることを意味します。特に式(3-
126)は snell の法則と呼ばれるもので、光学などで
有名なものです。どこかでこの法則の名前ぐらいは
聞いたことがあるのではないでしょうか。なお、式

(3-126)の意味をはっきりさせる為には、 000 εµω=k ，

µεω=2k 、また µµ ≅0 としてこれら関係を使って

ri θµεωθεµω sinsin00 =

ri θεθε sinsin0 =∴    (3-127)

と表せば、先に述べた意味がわかってくると思いま
す。次に入射波と反射波・透過波の振幅の関係をみ
てみます。境界において媒質Ⅰの入射波電界と反射
波電界の和と、媒質Ⅱの透過波の電界の振幅は連続
している、つまり境界面において、電界の接線方向
は等しいわけですから

ttiiii EEE θθθ cos)cos(cos =−+

   (θ i= θ rで、θiにて表しました)  (3-128)
という式が成立いたします。また視点を磁界におけ
ば、

tri E
Z

E
Z

E
Z 211

111 =+   (3-129)

となります。この二つの式から入射波に対し反射波
や透過波の振幅の大きさ関係がわかってまいります。
まず入射波と反射波の大きさの関係を求めてみま
しょう。

図23-24 水平偏波の反射
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　式(3-124)、式(3-125)から透過波の成分を消去す
ると

ri
t

iri E
Z
ZE

Z
ZEE

1

2

1

2

cos
cos)( +=−

θ
θ

　　　 tirtii Z
ZE

Z
ZE θθθθ coscoscoscos

1

2

1

2 +=





− (3-130)

という式になります。波の反射においてはどの程度
反射されるのかその度合いを示す反射係数 R p ( R は
reference,p は水平偏波のpararel)というものがあ
ります。入射波に対する反射波の強さということで、
式(3-130)を使って

 
i

r

ii

rr

it

rx
P E

E
E
E

E
ER ===

θ
θ

cos
cos

ti

ti

ti

ti

kk
kk

ZZ
ZZ

θθ
θθ

θθ
θθ

coscos
coscos

cos)/(cos
cos)/(cos

0

0

12

12

+
−=

+
−

(3-131)

という式で表されます。この式は電界の振幅におけ
る反射係数ですから特に振幅反射係数ともいいます。
この反射係数がわかれば入射電界振幅と入射角、境
界面の各媒質から反射波の振幅を求めることができ
ます。

ixPrx ERE =  (3-132)

但し、この電界は境界面の接線方向の電界ですから
ちょっと注意のほどを・・・。
　さて、式(3-127)は入射角と透過角という二つの角
度が入っております。ところで入射角と反射角の間
は式(3-122)という関係がありますから、式(3-126)

を変形し( 1sincos 22 =+ θθ を使います)

2
0 sin1cos 





−= tt k

k θθ       (3-133)

として式(3-127)に代入すれば

ii

ii
P

kkkk

kkkk
R

θθ

θθ
22

0
2

0
2

22
0

2
0

2

sincos

sincos

−+

−−
=   (3-134)

というように入射角と誘電率から反射係数を求める
ことができます。ここで入射角によってはRP=0、す
なわち反射が起こらない場合があり、これをブルー
スター角といいます。詳しくは改めて述べるとしま
す。
　反射の強さがどの程度かを表すのに反射係数とい
うものがあるように、どれだけ透過するかを表す透
過係数(振幅透過係数)というものがあります。定義
によれば

ii

tt

ix

tx
P E

E
E
ET

θ
θ

cos
cos== 　(3-135)

出表されます。ここで式(3-128)、式(3-129)式から

iiE θcos Er を媒介変数として式を立てれば、

it
i

ttii EE
Z
ZEE −=−

2

1

cos
coscos

θ
θθ

ti

i

i

t

kk
k

E
E

θθ
θ
coscos

cos

0

0

+
=

となりますから、式(3-131)より

ti

t

ii

tt
P kk

k
E
ET

θθ
θ

θ
θ

coscos
cos2

cos
cos

0

0

+
== (3-136)

となります。反射波と同じように透過角を入射角で
表せば結局

ii

i
P

kkk

kkk
T

θθ

θ
22

0
22

22
0

2
0

sincos

sin2

−+

−
=   (3-137)

となります。この式においても電界の振幅における
透過係数ですから振幅透過係数ということになりま
す。

3-10-2　垂直偏波が、垂直の壁に反射するとき
　さて、項して水平偏波の電磁波の反射について述
べてまいりました。次は磁界が水平方向、電界が垂
直方向にある垂直偏波について考えてみましょう。
図 3-22 は図 3-21 と同様に電磁波を上からみた図で
す。まず入射波の電磁界を求めてみます。

tjzxjk
iyi eeEE ii ωθθ )cossin(0 +−=  (3-138)

ちょっとここで復習がてらこの式の意味をいいます
と、入射波の電界はy方向にしかありませんから、最
大振幅は Eyi と表しました。また、この波は x 方向
と z 方向に進みますから位相を表すところ(－ jk0 の

図 3-25 垂直偏波の反射・透過
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後のかっこ内)に進む方向を表す成分を入れておきま
す。次に磁界を求めますが、平面波における電界と
磁界の大きさの関係はH=(1/Z)E(但し、H成分とE成
分は直交関係)ですから各磁界の成分は、

tjzxjk
iyixi eeE

Z
H ii ωθθθ )cossin(0cos1 +−=

  (3-139)

tjzxjk
iyizi eeE

Z
H ii ωθθθ )cossin(0sin1 +−−=

(3-140)

となります。負号がついたのは電界の方向と波の進
む方向を考慮した為です。　次に反射波、透過波に
ついては

tjzxjk
yrr eeEE rr ωθθ )cossin(0 +−=  (3-141)

tjzxjk
ryrxr eeE

Z
H rr ωθθθ )cossin(0cos1 +−−=

(3-142)

 
tjzxjk

ryrzr eeE
Z

H rr ωθθθ )cossin(0sin1 +−−=
(3-143)　　　

tjzxjk
yit eeEE tt ωθθ )cossin(2 +−= (3-144)

tjzxjk
tyttx eeE

Z
H tt ωθθθ )cossin(

2

2cos1 +−−=
(3-145)

 
tjzxjk

tytrz eeE
Z

H tt ωθθθ )cossin(

2

2sin1 +−−=
(3-146)

以上の三つの式群から水平偏波と同様に、位相・振
幅の連続条件を考えれば  snell の法則を導くこと
ができます。
　振幅に関して、振幅反射係数と振幅透過係数を導
いてみます。ｚ =0 にて電界では

ytriyi EEE =+  (3-147)

磁界では

　　　 xtxrxi HHH =+ (3-148)

となりますから

tytryiiyi E
Z

E
Z

E
Z

θθθ cos1cos1cos1

211

=+−

tytiyryi Z
E

Z
EE θθ cos1cos1)(

22

=− (3-149)

ここで式(3-147)、式(3-149)を連立させて反射係数
を求めれば(μ 0 �μとします)、

ti

ti
s kk

kkR
θθ
θθ

sincos
sincos

0

0

+
−=    (3-150)

ti

i
s kk

kT
θθ

θ
sincos

cos2

0

0

+
=  (3-151)

という式が得られます。この式に snell の法則を代
入して透過角を無くせば、

ii

ii
s

kkk

kkk
R

θθ

θθ
22

0
2

0

22
0

2
0

sincos

sincos

−+

−−
= (3-152)

 
ii

i
s

kkk
kT

θθ
θ

2
0

2
0

0

sincos
cos2

−+
= (3-153)

となります。

3-11　ブルースター角
　水平偏波のところで述べたのですけれども、入射
角によっては反射が起こらなくなるときがあります。
また、このような現象は水平偏波の反射・透過では
見ることはできますが、垂直偏波では見ることがで
きません。実際に水平・垂直偏波における、入射角
に対する反射率を計算して図に示したものが図 3-26

です。ここで 3/ 0 =εε としてあります。こうして得

られた図3-26 を見てみますと、水平偏波においてθ
�59°のところで反射が 0 になっております。垂直
偏波では 0 になりません。この反射率が 0 となる
入射角をブルースター角といいます。ブルースター
角を求めるには Rp= 0 とおいてやれば求めることが
できます。ここで三角関数の公式を駆使して Rp= 0
となるθ B と媒質の関係を求めてみますと、

00

tan
ε
εθ ==

k
k

B  (3-154)

という関係が得られます。

3-12　誘電率が小さい媒質へ入射したときの平面電
磁波の振舞い
　今まで電磁波はε 0 という誘電率の媒質を伝搬し
てきて、ε 0 より大きいεという誘電率の媒質へき

図3-26　ブルースター角
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たときの反射を考えてきました。ここではその逆で、
誘電率の高い方から低い方へと電磁波が入射したと
きどうなるかを考えてみます。
　ここで改めて式を立てたりする必要はなく、いま
までのε 0 とεの関係をひっくり返せばいいのです。
ここでε 0 をεⅠとしεをεⅡとして、 なおかつε
Ⅰ＞εⅡ となっているものとします。当然εⅠ＞ε
Ⅱであってもスネルの法則は成立いたしますから、
入射角・反射角・透過角は図 3-27 のようにθ i= θ
r，θ i ＜θ t となるのですが、入射角によっては入
射した波がすべて反射されるという現象が起こりま
す。ここで式(3-134)や式(3-152)を見てみましょう。
これら式のなかに


















−=− ii k

kkkk θθ 2
2

022
0

2 sin1sin (3-155)

という項があることに注目してください。k0 ＞ k で
すと(k0 ／ k)2sin2 θ i が 1より大きくなる角度があ
るのです。ということはルートの中がマイナスにな
りこの部分が複素数となるのです。このルートの中
がマイナスになったときに入射した波がすべて反射
されるという全反射が起きます。式(3-134)を使って
証明してみましょう。

ii

ii

P

k
k

k
k

k
k

k
k

R

θθ

θθ

cossin1

cossin1

0

2
2

0

0

2
2

0

+




−

−




−

= (3-156)

ここで

　　　　 ik
kA θ2

2
0 sin1 





−= (3-157)

   
ik

kB θcos
0

= (3-158)

とおけば

BA
BARP +

−=  (3-159)

となります。いま、A が負になったとしますと、

AjA =− より

 2

22
BA

BABjA
BAj
BAj

+
+−−=

+
−

(3-160)

したがって絶対値 RP は

1
)2()(

2

2

2

222

=
+
+=

+
++−

=
BA
BA

BA
ABBA

RP (3-161)

となって全反射となることが証明されます。垂直偏
波の時も同じように計算することにより｜ R S ｜ = 1
が導かれます。
　入射角を 0°から広げてちょうど全反射が起こる
角度を臨界角といい、

1sin2
2

0 =






ik
k θ          (3-162)

から

k
k

i
0sin =θ      

k
k

i
01sin−=θ (3-163)

と表されます。

2005 年 7 月　仮公開
s.watabe

図を書き直すのは大変なので、P1.exe 時代に作
成した図(正確には、P1.exe 上で作成して、プリ
ントアウトしていた図を)スキャナで取り込んで、
ベクトルデータ化して貼り付けました。ベクトル
データ化したのは、ファイル容量を減らすためで
す。とても見難いとはおもいますが、ご勘弁くだ
さい。


