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1-1　クーロンの法則
　正でも負でもどちらでもいいんですけど、帯電したもの
どうしの間には力が働きます。このおのおのの帯電体の極
性が同じなら反発力、違うなら吸引力となります。そして、
この帯電体に働く力の大きさを式で表しますと、

         )11(2
21 −∝ r

QQF

というようになりまして、これをクーロンの法則といい
ます。すなわち電荷Qが大きければ、帯電体間に働く力
は大きいし、帯電体どうしの距離 r遠くなれば互いに働
く力は弱くなるということです。いま、式(1-1)を "＝
" で結ぼうとすると
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というように、比例乗数 kが入っていきます。kの値は
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0
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　　　　　　　ε0:誘電率　8.854 × 10-12 [Ｆ / ｍ]
です。こうして真空中におかれた二つの電荷Q1・Q2の
間に働くクーロン力の大きさは、
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という一つの公式になるんだと思っておいてください。
　さて、この式はクーロン力の大きさを表すものです。実
はこれから最終目標である電磁波へ話を進めるためには、
大きさだけを表す式ではとても太刀打ちできません。大き
さのほかに、その力の働く方向というのを考えなければな
らないのです。大きさと方向・・・すなわち "ベクトル
" です。式をベクトル表示すれば、その力の働く大きさと
方向を表すことができるのです。しかし、中にはベクトル
というと、「えぇ！！代数学！こいつぁ難しい」 とか 「何
だかよくわからないけど拒否反応がでる」 という人もいる
でしょう。ベクトルという言葉はちょっと前は難しい言
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葉としてポピュラーなもの(？)らしかったような気がし
ます。ほかにエントロピーとかエンタルピーなんてのも
難しい言葉としてブラックリストに載っていたよう
な・・・。余談はさておきベクトル表示は決して難しい
ものではありません。ようは大きさと方向の積なのです
から。この方向についてこそがベクトルについて戸惑う
原因ですので、このあたりから攻めてみましょう。
　一般に方向は 3次元で表すのですが、どうも 3次元
となると 「よく分からん」 という人が急増しまして、
" 式が複雑になる" とか　" 図が書きにくい" といっ
た理由が原因となっているためのようです。確かに 2
次元である紙の上に　3次元の絵を書くのは結構大変で
す。とはいえこの本を飛び出す絵本のようにするわけに
もいきませんし・・・。ですが恐れることはありません。
3次元といったって、ようは図の書きやすい 2次元にも
う1 次元増えただけ、すなわち 2 次元さえしっかりと
理解すれば 3次元へは以外と楽に飛躍できるのです。図
が書きにくいといっても頭のなかが整理できていれば書
きにくいのも書きやすくなります。そんなわけで、まず
2次元におけるクーロンの法則のベクトル表示について
考えていきましょう。いま図1-2に示されるように、電
荷Q1,Q2をおいた場合、それぞれに働く力をベクトル F
で表すと式は
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　　   ﾍﾞｸﾄﾙの大きさ  ﾍﾞｸﾄﾙの方向

　ひょいと電荷を置いたとき、その電荷に力が働けば、そこは電界という世界の中です。よう
は、電荷が力を受けるような世界を電界と呼んでいます。質量という量があれば、引力を受け
る、その世界を重力圏というのと同じです。
　なにも無い世界に、電荷を一個おけば、その周囲は電界という世界になり、もうひとつ電荷
を持ってくれば吸引・反発のどちらかの力が発生します。どれだけの力が発生するのか、その
量を式で表したのがクーロンの法則です。
　この章では、まずクーロンの法則から入っていき、そして、ベクトルの数式表現の仕方、さ
らに電界というのはひとつのエネルギーであるというところへ話をもっていきます。
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となります。数式でベクトルを表すときは、これはベク
トルを表しているんだよ、ということで、太字を用いま
す。ベクトルの大きさについては式(1-4)に示したもの
と同じですが、新たに式(1-5)ではベクトルの方向とい
うものが入ってまいりました。まずはこの方向というも
のを説明いたしましょう。図1-3を見てください。この
図におけるベクトルAはAの大きさAと、Aの方向を表
す単位方向ベクトルA0を用いて

            )61(0 −= AA A

となります。ここでA0がどうやって方向を表すのかとい
うと

     )71(122
0 −=++= yxyx jiA

というように、x方向にどれだけか、y方向にどれだけ
かという形で表されます。例を上げてみますと、図1-4
に示される三つの方向単位ベクトルは、

        ① 10 iA =

        ② 220 jiA +=

        ③ 10 jA =

のように表されます。以上を踏まえて話を式(1-5)に戻す
としましょう。いま、式(1-5)において、ベクトルの大き
さAとベクトルAが分かっていれば、方向単位ベクトル
A0は

            )81(0 −=
A
AA

となります。ここで図1-5を見ますと、ベクトル F12 の
方向ベクトルは式(1-8)と照らし合わせて、

           21 rrA −= 　
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図1-3 ベクトルの表しかた
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という方向ベクトルができます。こうして、式(1-5)の
ような力のベクトル表示が生まれるのです。同様に F21
を求めますと
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となります。
　ではこれら式についてちょっと例を上げてみることにし
ます。図1-6に示されるように、2次元空間にQ1(1,4)、
Q2(3,2)が配置されたときQ1に働く力  F21 を求めてみ
ましょう。
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図1-5 F12の表しかた
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したがって、
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と表されます。x軸方向に-794〔μＮ〕,y軸方向に794
〔μＮ〕の力が働くということです。このようにベクト
ルで表示することにより、各成分で表すことができま
す。3次元となっても全く同じで、各ベクトル成分が x、
y、zの 3 成分となっただけなのです。例を上げてみま
しょう。図1-7において F12を求めます。さすが 3次元
となると図がごっちゃりしてきますが、座標さえしっか
り押さえておけば大丈夫です。
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と 3成分の大きさで表すことができます。
　さて、今までは 2 つの電荷がおかれた状態について
考えてきました。ここでちょっと考え方を変えてみま
す。まず電荷Q1が一個空間に存在するとしましょう。そ
して、その空間内にもう一個Q2 をおくとクーロン力が
発生するのは前に述べたとうりです。このように電荷に
力が働く空間を電界と呼んでおります。この場合、Q1に
より作られる電界にQ2 を持ってきたので、クーロン力
が働いたということになります。電界の強さの定義は、
"Q2 の強さをそのQ2 の存在する電界に影響が無いよう
極めて小さく変化させたとき、どの程度働く力が変化す
るか" と表されます。式で表現すると、
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図1-6 三次元での計算例
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またこのときクーロン力の変化は
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と表せますので、式(1-11)に式(1-12)を代入して、
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となります。これが電界の強さです。しかしこの式では
大きさが分かっても方向が分かりません。そこで、電界
EをEというベクトル表示にして、大きさと方向がわか
るようにしてみましょう。式としては、
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という格好となりまして、  　に方向が入ります。ここで

図1-7 原点の取る位置
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原点をどこにとるかで式が変わってきますが、一般的に
は図1-8(b)のようになります。
　図1-8(b)において

        12 rrr −=

rと rと r210 の関係は

        210rr r=

したがって r210 は
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従ってこの方向を表す式を、式(1-14)に代入してやれば
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となります。余談になるかもしれませんが、いま、Qの
座標を(xQ,yQ,zQ)とし、r2 の座標を任意の点(x,y,z)とし
て、式(1-16)に代入します。(x,y,z)の方向単位ベクトル
を(i,j,k)とすれば
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となります。まぁ、式(1-16)と同じことなんですけど x
y z方向が、この式の方が明確に分かると思いまして参
考まで。
　さて、以上は電荷Qが一つ(Q1により作られる電界と
定義から、⊿Q→0を使って求めた)のときの電界の強
さを求めましたが、今度は二つ電荷があった場合どのよ
うな電界となるかみてみましょう。図1-9を見てくださ
い。点電荷が二つ存在したときを表しています。点Ｐに
Q1，Q2により作られる電界に影響を与えないような電
荷⊿Qをおいたとき、点Ｐに働くクーロン力は⊿F1・⊿
F2であり、それぞれQ1・Q2による力を示します。また、
⊿ Fは⊿ F1　と⊿ F2の合力です。
　以上によりQ1・Q2による電界はそれぞれ
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です。また
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となり、それぞれによる電界を計算し、その和をとったも

のとなります。よって二つ以上の点電荷による電界は、
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となります。ここで例として二次元におけるにこの電荷に
よって作られる電界の大きさをあげるとして、図1-10
のように、Q1=Q2の電荷が距離aに配置されている時、垂
直2等分面上の点Pにおける電界を求めてみます。求め
方としては、E1 と E2 を求めて、その二つをベクトル的
に合成してあげればいいのです。Q1=Q2 ですから、電界
の大きさは

　　　　 2
0
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r
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となります。E1=E2ですから、ベクトル的な足し算は、図
形から求めると簡単です。つまりE0を求めてあげて、E0
を 2 倍してあげれば点Pにおける電界がでてきます。
いま、
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であり、△hipと△pqkは相似ですから、
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図1-8 2個の等しい電荷からなる電界の計算
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　さて、つぎにはいよいよ本格的に 3 次元空間に取り
組んでみましょう。2次元のベクトル空間についての考
え方がわかっていれば、3次元空間に話がとんでも理解
できると思います。2次元空間でのベクトル表示につい
ていまひとつよくわからないという人は、2次元空間で
のベクトル表示方法をもう一度読み直しておいて下さ
い。でないとこんがらがります。
　図1-9のように各電荷Qの中心に原点Ｏをとり3次元
上の点Ｐにおける電界Ｅを求めてみましょう。Ｐは
(x,y,z)任意の点にあるとします。
　ベクトル r1、r2 の大きさ r1、r2 はそれぞれ

     222
11 )0()0()2/( −+−+−== zydxr r

        222)2/( zydx ++−=    (1-18)

     222
22 )0()0())2/(( −+−+−−== zydxr r

         222)2/( zydx +++= 　(1-19)

となります。これは r1 なら Q:(d/2，0，0)を原点とした
P:(x,y,z)の位置で、r2 についてはQ:(-d/2，0，0)を原
点としたＰ:(x,y,z)の位置と考えて頂ければわかりやす
いと思います。
　まずE1、E2についてだしますが、ここでもスカラー量×
方向という形で行ないます。
　スカラー量については
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とすぐにでてきます。そして方向については次式のように
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よってEは
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これを x,y,z成分の式にすれば

   














++








++






 ++−= 3

2
3

1
3
2

3
1

3
2

3
10

)2/()2/(
4 r

z
r
z

r
y

r
y

r
dx

r
dxQ kji

πε
 (1-23)

となります。
  こうして 3次元における 2個の電界による電界を求め
てきました。続いては、点状電荷ではなく、線状電荷によ
る電界を求めてみましょう。いま、図1-11 に示される
ようなP点の電界を求める場合を考えてみます。一見見
た感じ難しそうですが、さほど難しい問題ではありませ
ん。これから積分を使った式がどんどんでてきますか
ら、この問題は積分の使い方の練習と思っておいて下さ
い。
　Qは点電荷ではなく円周上一様なものであるので、P
点における電界の方向はｚ成分のみとなります。考え方
は円周上の微少部分 adφによって作られる P点の電界
の強さを求め、それを一周分集めればいいのです。
　円周上に x軸から角度φの位置にある微小な長さ ad
φをとれば、この上にある電気量は単位長あたりの電気
量がQ/2 π aであるので、

　　長さ adφの電気量＝ φ
π

φ
π

dQad
a

Q
22

=    (1-24)

dφから P点までの距離 rは、φがいくらであろうと

　　　 22 zar += 　　　　　　(1-25)

となります。また、電界の方向は
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です。したがって、微小線分 adφによる電界の強さは、
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図1-9 円周状電荷からなる電界の計算
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となります。
　こうして各点での電界とその方向を求められたわけで
すが、この電界中での各点で電界Ｅを求め、その電界E
の方向を一つの曲線で結ぶと電界がどのようになってい
るのかを示す空間曲線群がえられます。この曲線を電気
力線といいます。電気力線の性質として

  (  i)電気力線は電界に描かれた空間曲線で、線上の
      任意の点でその接線が電界の強さの方向を示す。
      その方向は、電位の高い方から低い方へ向かう。
  ( ii)電気力線は正の電荷からでて負の電荷に入るか
      無限遠にいく。
  (iii)ふたつの電気力線は交わらない。
  ( iv)静電界においては電気力線は閉曲線になら
       ない。
  ( v )電気力線は等電位面と直交する。

　等電位面についてでてきましたが、これについては後
述しますので、そのときにまたご覧くださいませ。それ
では、図1-12 にこの電気力線の例を上げます。

1-2　電荷を動かす仕事
　電界中に電荷Qを置きます。そして、この電荷を動か
してやったとしましょう。この時に電荷の持つエネル
ギーの増加・減少の量を仕事量といいます。では、電荷
の持つエネルギーとは一体なんでしょうか。いうなれ
ば、位置エネルギーがこれにあたります。ボールを地上
から上に持って行けば持って行くほどボールの位置エネ
ルギーが大きくなるというあれです。「位置エネル

ギーって何じゃい？」 という人のために簡単に説明して
おきます。いまボールを地べたからある高さにまで持ち
上げ、手のひらなり、机なりにおいておくとしましょ
う。このときボールはその高さに比例した位置エネル
ギーを持つわけです。何が位置エネルギーかというと、
ひとたび支えがなくなればボールは "落っこちる" と
いう運動をするわけですから、"落っこちる" ためのエ
ネルギーがあるということです。
　電界の中に正電荷Qをおいて、特に支えがなければそ
の電荷は力を受けて電界方向に移動します。つまり、電
荷が電界中にいると、その点における位置エネルギーを
持つことになり、また移動することにより位置エネル
ギーは消費されます。すなわち移動という仕事をしてい
ることになるのです。この時の仕事量は、移動という仕
事をしているので正の値にて表されます。また、電界か
ら受ける力に対抗して、電界の発生源へと電荷を移動さ
せたとします。すると、電荷には位置エネルギーが蓄え
られ、仕事量としては負の値となります。つまり電界に
電荷Qを置いて、電界から受ける力により電荷が吹っ飛
ばされることが電荷にとって仕事をしていることにな
り、またそれとが逆方向に外部から力を加えて電荷を移
動させることがエネルギーをためることになる訳です。
では、実際にこの仕事量の値はどのように表されるのか
を考えてみましょう。

図1-12　2個の電荷による電気力線の分布

図1-13  電荷の移動によるエネルギーの増減
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　仕事量とというものは、その電荷を動かすのに加えた
力 Fと、動かした距離 sの積で表されます。ただ、Fと
sは電荷が動く(動かされる)方向により、仕事量が変っ
てくるのでベクトルを使って表します(あとで述べます
が、掛け算は内積となっていることに注意) 。
            W＝－ F・s           (1-29)
ここで、Fというものは式(1-10)と式(1-16)を見比べ
てみれば、
　　　　　　　F＝QE
と表されますから
　　     W＝－QE・s            (1-30)
となります。
　こうして、ある方向に電荷を動かしたときの仕事量が
どのくらいになるのかを求める式が出来上がりました。
ここから更に、図1-14 のように電荷をくねくねと動か
したときの仕事量がどうなるかを考えてみましょう。電
荷Qが点Aから点Bへ cという道筋を通って移動させた
ときの仕事量を求めるには、この道筋cを微小距離dsに
分解し、各微小距離ごとの仕事量の増減を累積していき
ます。このようにcという道筋において、微小距離 dsに
よるエネルギーの変化を集めていくような操作を線積分
といいます。また、cのような道筋を積分路といいます。
微小距離を dsとし、その微小距離だけ電荷を動かすと
仕事量 dwは、式(1-30)より
        dW= －QE・ds     (1-31)
となります。そして、図1-14のように dsによる仕事を
積分路cに沿って点Aから点Bまで集めた仕事量WABは、
線積分により

       ∫ ∫ •−=•−=
B

A

B

ABA dQdW sEsF)(     (1-32)

ここでEを積分路にそってEsとあらためれば (Esはスカ
ラ量 dsという積分路方向の成分の大きさで、スカラ量
になる)

      ∫−=
B

ABA EsdsQW    (1-33)

となります。次に点電荷Qを無限遠点から点Bまで運ぶ
仕事を考えれば

       ∫∫
∞

∞∞ =•−=
B

B

B EsdsQdQW sE

　これは、これだけ点電荷にエネルギーを与えたことに
なります。逆に言えば、点電荷QがBにおかれていると
その保有する電気エネルギーWBはQとEsdsの積である
といえるのです。すなわち

       ∫
∞

∞ ==
BBB EsdsQWW

となります。
　話はかわりますがベクトルどうしの積においては
　　　　　　　　　E・ds
                            中黒
のように中黒を忘れないこと。これは 「ベクトルの内積
ですよ」 という印ですから。積は積でも

Q

B

A

c

E

図1-14  くねくねした道筋における仕事量

　　　　　　　　　E× ds
とやってしまうとこれは外積を意味することになってし
まいます(内積と外積の違い......代数幾何ですよ、代
数幾何)。また
　　　　　　　　　Eds
とやってしまうと内積なんだか外積なんだかわからない
ですね。ですからベクトルの積をあらわすときは、・と
か×をちゃんとつけましょう。

1-3　電界と電位にポテンシャル
1-3-1  電位と電位の基準点
　仕事というものが電荷を動かしたものであることはす
でに述べました。いま、式(1-35)をちょっと変形して
みます。

          ∫ •−=
B

A
d

Q
W sE       (1-36)

ここで、この式でのW/Qは単位電荷を点Ａから点Ｂま
で動かすのに必要な仕事であり、これを VBAと表しま
す。そしてこの仕事VBAをAB間の電位差といいます。突
然電位差などという言葉がでてまいりました。まだ電位
の言葉の定義もしていないのに・・・・。まぁすぐに電
位の説明をしますのでご安心を。
　電位というものは簡単にいえば物理でいう位置エネル
ギーと同じです。そして、基準点は無限遠、つまり電界の
端っこの方の十分に電界が弱いところと考えてもいいで
しょう。仕事でも位置エネルギーの話が出てきました
が、ここでは単位電荷を動かすことがみそです。いま、
点電荷Qの作る電界から遥か彼方のところに電荷Q1 を
起きます。十分Qから離れているためQ1 にクーロン力
は働きません。この点電荷Q1をQに近づけていきます。
これが仕事、図1-13 で説明した電荷を動かすというこ
とです。するとだんだん電荷はクーロン力が働きます。
ひとたびこの近づける力を無くせば Qはクーロン力に
より再び無限遠のかなたへと吹っ飛ばされますが、ここ
では点A まで持ってくるとします。すなわち



http://www.asahi-net.or.jp/~bz9s-wtb/index.htm　　　　「電子回路で遊ぼう！」
無断転載を禁じます

        A

B

A A VVd
Q
W ==•−= ∫ ∞sE    (1-37)

この VAが点 Aでの位置エネルギーで電位といい単位は
〔V〕で表されます。先のボールの例での地上高が この
電位ともみれ、無限遠のときの電位は 0〔V〕で、Qに
近づくにつれ電位は上昇します (Q が 正の時です。負
ですと、無限遠で電位 0〔V〕、近づくと電位が下がっ
ていきます)。さて、今まで無限遠を電位 0〔V〕とし
てまいりましたが、無限遠以外にも電位 0〔V〕となる
ところが存在します。それは大地です。地球の地べたは
電位 0〔V〕と考えるのが一般的です。これから接地と
いうことが頻繁にでてきますが、それは大地につながっ
ていて、電位 0〔V〕ということなのです。次に、基準
を大地や無限遠以外の場所にとったときの電位を考えて
みます。これが式(1-37)に示されるもので、この式で
は基準をＢとしたときの点Ａの電位ということでVBAと
かきます。このVBA というのは次式のように変形でき

         


 •−−


 •−= ∫∫ ∞∞

BB

BA ddV sEsE

すなわち
       VBA ＝ VB ∞－ VA∞       (1-38)
ということになり、VBと VAの電位差ということになり
ます。当然のことながら基準点を移動させれば、ある点
における電位の値も変わってまいります。図1-15 を見
て下さい。基準点を点Ａとした場合と点Ｂとした場合の
Ｐ点における電位を求めてみれば

           ∫ •−=
P

APA dV sE     (1-39)

ここで基準点を点Ｂに移動させると

  


 •−+•−=•−= ∫∫∫
A

B

P

A

B

PPB dddV sEsEsE   (1-40)

しかるに

             
ABPAPB VVV +=

このことから基準点を移動させると電位の値が変わるこ
とが分かると思います。
　では次に図1-16 に示したような、電荷が密度ρ(r)
〔C/m3〕で領域 vの中に分布していたときにおける、任
意の点Pでのポテンシャル Vを求めてみましょう。この
領域内の微小体積により作られるポテンシャル dVは、
この微小体積 dvと任意の点Pとの距離が｜rP－ r ｜で
すから

       rr −
×=

P

dvrdV )(
4

1

0

ρ
πε    (1-41)

したがって、領域内全電荷によって作られるP点のポテ
ンシャル Vは

A

B

P

VPA

V

V

AB

PB=VPA +VAB

Q

r

r

ρdv

P

∇V =-2

ε
ρ

電荷が分布している領域 v

図1-15  電位の基準

図1-16  電荷の空間分布とポテンシャル

E

r1

r2

VP2-VP1

VP1P2 =

P P1 2O

図1-17  電位差
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          ∫ −
=

rrP
V

dvrV )(
4

1

0

ρ
πε    (1-42)

となります。

1-3-2　等電位面
　図1-17 においてP1,P2 間の電位差は、

1

2

2

1

1
44 0

2
0

21

r

r

r

rPP r
Qdr

r
QV 



== ∫ πεπε

     
2010 44 r

Q
r

Q
πεπε

−=     (1-43)

と表されます。ここで、r1，r2 は距離だけで方向につ
いては特に示されていいことがポイントです。つま
り、r1 と r2 の距離ならP1，P2がどの位置にあっても電
位差は同じとなります。このことは、積分路によらず
電位差は同じになるといえます。何故こうなるのか
は、このすぐ後の項で説明します。
　さて、電界内で電位の同じ点を連ねると曲面を得る
ことができます。これを等電位面といいます。いわゆ
る天気図の等圧線なんかと同じようなものです。図1-
19にその一例を挙げておきましょう。ふつう、このよ
うな電位分布図をＦマップと呼んでおります。
　では等電位面の性質についてつぎに挙げておきま
す。

　( i ) 等電位面は閉曲面である。
　( ii) 二つの異なる等電位面は交わらない。
　(iii) 等電位面の内部に電位の高い等電位面

があれば内部に正電荷が存在し、逆に
電位の低い等電位面があれば負電荷が
存在する。

　( iv) 電気力線と等電位面は直交する。
　　 c.f 導体の表面は等電位である。

点電荷のつくる電界の等電位面は
同心球であり、無限遠長直線電荷
のつくる電界では同心筒の等電位
面となる。

　こうして、電位というものを述べてきましたが、よ
うするにその点の電位とは無限遠点よりその点まで
もってくる仕事とかエネルギーというわけです。そし
てある電界中にて同じ電位であるところの点を集めて
できた線 (2 次元では線です。3 次元にすると面とな
る)が等電位面なのです。

1-3-3　電位の傾きを表す gradについて
　電界というベクトル界 Eにおいては、電位というス
カラ量 V(x,y,z)の分布を表すことができました。そし
て、図1-19 のような電位というスカラ量によって表

r

a
q

m R

S

b

1

2r

O

a の線上の任意の点と b
の線上の任意の点の電位
差は、任意の点どこをと
ろうと同じ。つまり、mと
Rの電位差も、qとSの電
位差も、mとSの電位差も
すべて同じ。

図1-18 ひとつの電荷により作られる電位

+Q+Q+Q+Q+Q+Q +Q+Q+Q+Q+Q+Q

等電位面

電気力線

+Q+Q+Q+Q+Q+Q +Q+Q+Q+Q+Q+Q

図1-19 ふたつの電荷により作られる電位

A1

A2

V

xO

勾配:大

gradV(x)=大きな値

勾配:小

gradV(x)=小さな値

点 a,bにおけるベクトル A1,A2
は、その点におけるスカラ界Vの
勾配を表しています。
距離に対してどれだけの割合で
電位が変化(傾き)しているのか
を表しているのがgradです。

              A   =    gradV
スカラ界Vの勾配は、ベクトルで表す
ことが出来ます(どの方向にどれだけ
の大きさで傾いているか、ということ
でベクトル量になります)

図1-20 gradとは

される空間を、スカラ界ともいいます。電位分布を山
の高さと考えれば、山の斜面の傾き具合が電界の強
さ、傾きの方向が電界の方向といえます。ここで大事
なことは、ある点におけるスカラ量の傾きの大きさと
方向は、ただ一つしかないということです。つまり、あ
る点における電界 Eは、その点におけるスカラ量の勾
配⊿ V と方向により一意的に決まるのです(斜面に
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ボールをおいたとき、転げ落ちる方向が傾きの方向で
す)。このことは、一般のベクトル界にもいえ、ベク
トル界においてある点でのベクトルAはスカラ界の勾
配を表し、このベクトルAをスカラ界 Vにおける勾配
と呼び
　　     A＝ gradV            (1-44)
と表します。このとき VはAのスカラポテンシャルと
いいます。
　電位の傾きと言えばその字のごとく電位が距離に対
しどの程度の傾きを持っているかを表しております。
図1-20 を見てください。この図は距離に対する
電位の一例です。ここではとりあえず x軸方向のみを
考えていきます。
　距離 0というのは電界を作っている "もと" であ
る電荷そのものの位置と思ってください。電荷から距
離が離れれば電位は落ちていきます。このグラフにお
ける傾きが電位勾配で、ベクトル界に出てくるgradを
使って表すことができます。傾きというからには微分
ですから、この場合

       Vdx
xdV grad)( =        (1-45)

となります。空間中で電位勾配を考えるには(x,y,z)
の三方向成分を考えなければならず、gradVを 3次元
で表すと

z
zyxV

y
zyxV

x
zyxVV ∂

∂+∂
∂+∂

∂= ),,(),,(),,(grad kji  (1-46)

と各方向成分の傾きをベクトル表示したものとなりま
す。さて、最初にも述べましたが、電界と電位という
ものは密接な関係を持っておりまして、図1-21 に示
されますように、電界が強ければ同じ距離を動かした
だけでも電位は大きく変わります。ところで電位は電
界を積分して求められました。そして式(1-44)は電位
を微分しております。すなわちこれが電界となり

         Vgrad−=E       (1-47)

なる関係となります。負号がついているのは電界発生
源である電荷Qより離れると電位が落ちるという傾き
を正とするためです。この式から空間電位分布が分か
れば、電界の様子が分かるのです。x軸方向の電界の
強さ Exが知りたければ"∂ V/ ∂ x"、y軸方向の電界
の強さＥyが知りたければ "∂ V/∂ y"、そしてＥｚ
は "∂ V/∂ z"、ベクトルで知りたければ式(1-46)を
使えばいいのです。なお、数式で取り扱うときに、い
ちいちgradと書くのは大変ですし、またgradの中身
は微分ですから、grad を微分演算子∇で表して

           V−∇=E          (1-48)

とすることがよくあります。
　さて、ここで静電界においての線積分は積分路によ
らず始点と終点で決まるということを、電位というポ
テンシャルを用いて説明いたします。
　図1-22は電位分布の一部です。それぞれ点Aから点

電位の傾き(電位勾配)は電界の強さを表す

　　　　　傾き＝grad

5V 4V 3V 2V 1VQ Q 4V5V

距離に対し電位勾配が大きい 距離に対し電位勾配が小さい

電界が強い 電界が弱い

 図1-21　電界と電位
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 図 1-22　線積分は、積分ン路によらない

B までの線積分を c1，c2という積分路をとって行って
おります。線積分ですから積分路 ds(積分路は、方向
の要素もありますから、ベクトルになります。そのた
め sは太字 sになっていることに注意)による電位の変
化を点Aから点Bまで集めてやればよいのです。今、点
Aからの線積分を ds1,ds2,ds3・・・・ds11 としますと、
積分路 c1をとったときと c2にとった時では図1-22 の
ようになり、c1でも c2でも点Ａから点Ｂへ積分路dsに
より変化した電位を集めた(積分した)結果は同じとな
ります。このことは、坂道を上ることに例えると分か
りやすくなります。図1-21における 1〔V〕を 1〔ｍ〕
の高さ、 8〔V〕を 8〔ｍ〕の高さとして、一つの坂
道を考えます。そしてこの坂を上る道が積分路です。
どういう道のりをとろうと上った高さは8〔ｍ〕です。
線積分では各dsによりどれだけエネルギーがあるのか
を集めるものでこの場合は高さなのです。つまり真横
に歩いては上ることになっていませんからエネルギー
は 0ですし、斜めに上れば同じ距離歩くにしてもまっ
すぐ上るより高さは稼げません。結果として点A－点
B間の線積分は点A－点B間の高さの差となります。こ



http://www.asahi-net.or.jp/~bz9s-wtb/index.htm　　　　「電子回路で遊ぼう！」
無断転載を禁じます

れが、線積分は積分路によらないということです。そ
して、このことはポテンシャルを持つ空間( ポテン
シャルを持たない空間がどんなものかは、磁界のとこ
ろで述べます)でいえることなのです。
　図1-22 で積分路をどうとってもその値は始点と終
点で決まってしまう原理を述べました。ここでちょっ
と見方を変えてみましょう。点Aから点Bまで c1とい
う積分路をとり、BからAまで c2という積分路をとる。
すなわちA→B → A とぐるっと一周する積分を考えま
す。このように積分路が一週ぐるりと回る線積分を周
回積分といいます。図1-22 は積分路 dsを細かくとっ
てしまいましたので説明において式がだらだら長く
なってしまいますから、もっと大まかにしてしまった
ものを図1-23 に示します(もはや微小距離 dsではな
い？ それでも dsと見てください)。図1-23を周回積
分で表すと

　　　　　 ∫ •
c

sE d        (1-49)

となります。積分のマーク(インテグラル)にくるりと
まるい印がポイント。これが「周回積分だよ」という
ことを表します。積分路は cという道のりでぐるっと
周り、微小距離 dsによる電圧変化はこの式では ds1 か
ら ds6 まで集めます。ちょっとやってみますと

    ][02.08.00.12.00.18.0 Vd =−−−++=•∫c sE

　　
となり一周すると 0になります。図をみればもう当た
り前のことだと思うかもしれませんが、ポテンシャル
を持つ空間だからこそ周回積分が 0 になるのであっ
て、ポテンシャルを持たない空間においては 0になら
ないのです。ポテンシャルを持つとか、持たないとか、
ちょっとわかりにくいと思いますが、磁界のところで
ポテンシャルを持たない空間(電流磁界)というのをや
りますので、そこまで読み進むとわかってくると思い
ます。ですから、いまは周回積分の意味だけを理解し
ていただければと思います。

1-4　ガウスの定理
　いよいよガウスの定理というものがでてまいりま
す。このガウスの定理なるものがでてくると　「う～
ん、電磁気学!!」 ってな感じで、なんか難しそうでは
ありますが、しかし、ガウスの定理は非常に大事な事
柄ですので、しっかりと理解、理解。
　ガウスの定理というと電束という概念がでてくるの
ですが、この電束という概念は真空中以外の電界を取
り扱うときに必要なものであって真空中では必要ない
ので、この概念は後回しにいたします。これからお話
しする内容はすべて真空中でのことです。

1V 2V0V

1.
8

0.
8

0 .
2

1ds 2ds

3ds

ds4ds 5
ds5

c

 図 1-23　周回積分

θ

n
電気力線法線ベクトル

電荷Ｑを囲む面積Ｓ

Ｑ

Sの微少面積

　真空中の電界について閉曲面Ｓを取りＳ面を出入り
する電気力線は(出る方を正とする)、

 面を出ていく電気力線数＝ ×( 面内の電荷の和）S SS
ε0

1
(1-50)

で表わされます。これをガウスの定理といいます。よ
うは、ある領域から出て行く電機力線の本数は、その
領域内の電荷の和に1/ε0を掛けたもの、という言葉
で言うと単純なものです。問題は、これを数式で、し
かも大きさと方向がからむベクトルで表そうというこ
とです。このようなことをベクトルでどう表すのか、
数式での表現の仕方を学ぶ良い機会ですから、じっく
り見ていきましょう。
　ということで、ガウスの定理を、さらに詳しく見て
いきましょう。まず電気力線の性質の一部をつぎに掲
げます。

このSは、「Qを囲む球面の
面積を集める」という面積
分を意味します。

dSN ∫ •=
S

nE

S全体から出ていく電気力線の総数

[本]

 図 1-24　ガウスの定理

* 単位ベクトルとします。つまり  方向が垂直な方向単位ベクトル＝法線ベクトルです。

ds1 ds2 ds3 ds4 ds5 ds6
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電気力線の密度は、その点の電界の強さを表わ
す。電界の方向と垂直な1(㎡)の面積あたりＥ
本の電気力線は通っている。その点はE(V/m)の
電界の強さである。

　次に閉局面 Sの一部 dSをとり、そこより出ていく電
気力線数を考えます。定義より、ベクトルとして微少
面積 dSより垂直、すなわち法線ベクトル*の方向に1
(m2)あたり(単位面積あたり)1 本であるから、次式を
得ます。

　dS面をでていく電気力線数 dN＝ E・ndS
              (1-51)

　ここに nは法線単位ベクトルです。また電界Eにも
方向があるので、Eを Eとしてはいけません。
  式(1-51)より dSより出ていく電気力線数は求めら
れました。この式から全面積 Sより出ていく電気力線
数Ｎは

　　　　 dSN ∫ •=
S

nE 　　　　　(1-52)

これが、あの長ったらしい言葉で表したガウスの定理
を、数式で表現したものなのです。ここで E・ndSを
次のように変形し、dNについて考えてみましょう。
　　dN＝E・ndS＝ Ecos θ dS　　　 (1-53)
この変形はベクトルの内積を用いたものです。つまり
Eの大きさをEとし、方向ベクトルを ie、nの大きさは
1(単位ベクトル)だから

   dSEdSEdS ee ••=•••=• nininE 1

          dSE θcos=
式 (1-53)においてＥは

         2
04 r

QE
πε

=     (1-54)

ですから微少面積 dSを出ていく電気力線数 dNは

          dS
r

QdN θcos
4 2

0πε
=    (1-55)

となります。ここで dSを見込む立体角(後述)dωは

               2
θcos

r
dSd =ω    (1-56)

と表せますから、式(1-55)にｄωを含めれば

         ϖ
εππε

dQ
r

dSQdN
0

2
0 4

θcos
4

==   (1-57)

となり、全面積よりでる電気力線数は

          ∫= ϖ
επ

dQN
04    (1-58)

この積分はQがＳ面内のとき4πとなり、Ｓ面外のと
きは 0 となりますから式(1-58)は
            　　　         　

              QがＳ面内　  
0ε

Q
　　　

　　　N＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　
              QがＳ面外    0
　　　
となり、結果としてＳ面内では

　　　　　 QdS
0

1
ε

=• nE 　　　　(1-59)

ここで Q がＳ面内に複数あるときは次式となります。

　　　　　 ∑=• QdS
0

1
ε

nE 　　 (1-60)

よって、真空中において閉局面 Sを考え S面を出てい
く電気力線数は S面内にある電荷の和の1 ／ε0 とい
う、言葉の式(1-50)のことが数式で表せたんだという
ことがわかると思います。

1-4-1　立体角について
　立体角という角度は聞き慣れないものですが、これ
がどういったものかを説明しましょう。角度といえ
ば、いままでは図1-25(a)のような角度がありました。
この角度は平面角と呼ばれるもので、次式で定義され
ているものです。

　 　　　　　 r
s=θ        　(1-61)

この場合rは sに比例し、角の開き方にのみ依存する
からこのような定義が生まれるのです。

図1-25　立体角と平面角

r S

r S

角度が大きい

角度が小さい

r

r

S

S

立体角が小さい

立体角が大きい

θ

θ

ω

ω

平面角 θ 0～2π 立体角 ω 0～4π
(a) (b)

(c) (d)
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　これと同じことで、任意の錐体では頂点Ｏを中心と
して半径rの球面を考え、錐体内にある球面の部分の
面積を Sとすると Sはr2に比例し、比例定数は錐体の
開き方によってのみ決まるのです。そこで

               2r
S=ω  　　　(1-62)

として、このωを錐体の立体角といいます。
　つぎにこのガウスの定理を応用して、無限長直線状
電荷や無限に広い平面状電荷などが作り出す電界を求
めてみましょう。

1-4-2　無限長直線状電荷による電界
　図1-26 のような無限直線上電界によって作られる
電界を求めてみましょう。
半径 rで長さ lの円筒の表面においてガウスの定理を
適用します。

       QdS
0

1
ε

=•∫ nE 　　　(1-63)

電気力線数は次式で表わされる。

　　　電気力線数＝ rlEd π2=•∫ SE     (1-64)

また Q についてはλがでているので、
　　　Q＝λ l
したがって式 (1-64)は

      
0

1
π2

ε
λ lrlE=

となり、この rにおける電界は

r
E

0π2 ε
λ= 1-65)

となります。ではここで電位をだしてみましょう。定
義式より

∫∫∫ ∞∞∞
−=•−=•−=

rrr
EdrdrEdV re iiSE

無限平面

電気力線

dS dS

無限平面

電気力線

dSdS

図1-27　無限に広い平面電荷を考える

rrεπrrεπ
dr

rεπ r
r

∞=



==

∞
∞

∫ log
2

1
22 000

λλλ

となってしまい、結果がでてきません。このことから、
Vは無限遠から規定すると定まらないといえます。つ
まり、無限円直線上電荷の作る電界は、無限遠を基準
にした電位は考えられず、有限点を基準にしないと電
位は出てきません。
　有限点を基準にしたときの電位は

      r
r

rεπ
V 0

0

log
2
λ=       (1-67)

となります。

1-4-3　無限に広い平面電荷(平面電荷密度 が一様)
　図1-28 のような平面電荷を考えるとき、電気力線
は図1-27(a)のようにまっすぐ進むとし、(b)のように
曲がったりしないものとします。ここで両ｄＳ面を出
る電気力線はガウスの定理により

        dS
ε

EdS δ
0

12 =×    (1-68)　　　　　　

となります。2 倍となっているのは、左右の面積のを
とっているためです。いま面積を単位面積とすれば式
(1-68)は

a b

c d
δ δ

図1-28　無限平面の電界を考える
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図 1-29 無限に広い平面電荷による電界

0

E

δ δ

0

E

δ -δ

       
02

2
ε

SES δ= 　　　(1-69)　　　

これより電界は

       
02ε

E δ= 　　　  (1-70)

と距離 xに無関係になり、これを平等電界といいます。
では次に面電荷密度δ(C/m2)の無限平面を平行に配置
させた場合についてを考えてみましょう。
　図1-28 のように面電荷密度δの無限平面を平行配
置します。それぞれの電気力線をa,b,c,d とします。
これら電気力線a,b,c,dの電界は式(1-70)によりすべ
て

　　　  
02ε

E δ=          　 (1-71)

となります。左向きの電界については、aとcの2つす
なわち2Eなる電界となり、右についても同様bとdに
て 2E、そして電極間はbd 互いに反対向きで0となり
ます。したがって電界の強さをグラフにすると図1-29
(a)のようになります。また図1-29(b)に片平面が－δ
であるときの電界分布を示します。

1-5　各種静電容量の計算
　電界を求めることができると、そこから静電容量を
求めることができるようになります。ここでは、基本
となる平行平板コンデンサから、伝送線路のところで
必要となる同軸コンデンサや、平行導線間の静電容量
などを求めるとします。

1-5-1　平行平板コンデンサ
　いま間隔にくらべて面積は十分に広いとすると、図
1-30 において電界は

δ -δ

E

l

S

図1-30 平行平板コンデンサ

        
0ε

E δ= 　　　　(1-72)

となります。これは、

　　　
002

2
εε

E δδ =×=

からです。ここで無限に広い平面電荷により作られる
電界は平等電界ですから

     l
ε

V
0

δ=  (1-73)

また

        S
Q=δ               (1-74)

となります。なお、ここにおいてＳ周辺の電界の乱れ
は無視します。式(1-74)を式(1-73)に代入すれば

       
0Sε

QlV = 　            (1-75)

また、静電容量はQ＝ CV　∴ C＝Q／ zより
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      l
Sε

Sε
Ql
QC 0

0

==
　　      (1-76)

となります。これが、平行平板コンデンサの静電容量
です。

1-5-2　同軸コンデンサ
よく使われる同軸ケーブルの特性インピーダンスの計
算とか、シールド線の静電容量などの計算に用いま
す。後者は、「え～と、この機器に数mひっぱりまわし
たシールド線を入力端子に接続して.....あれま、な
んか上手く動作しない。静電容量を概算してみると、
げげっ！こんなに容量を持つのか。たしかにこれじゃ
だめだ」などと、現場で役立ったりします。
　いま、図1-31 においてr点の電界は

        rεπ
E

02
λ= 　　　　    (1-77)

となります。これから電位Vは式(1-65)より

        a
b

επ
V elog

2 0

λ= 　　 (1-78)　

また単位長当たりの静電容量は

       
a
b
επ

V
C

elog

2 0== λ

      (1-79)

となります。

1-5-3　平行導線間の静電容量
　図1-32のような平行導線において各導線間ABにそ
れぞれ、単位長当
たりλ、－λの電荷を与えたとき、この間の一点P(銅
線 A の中心から距離 x) における電界の強さは、右向
きを正として

-λλ
A BP

d

A
x

E

図1-32 平行導線

xdxxεπxdεπxεπ
E

−
+=

−
+= 11

2)(22 000

λλλ
(1-80)

電位差は図1-32 により

∫∫∫
−
















−
+==−=

ad

a

B

A

A

BAB dx
xdxεπ

EdxEdxV 11
2 0

λ

[ ] ad

a

ad

a
xdx

επ
dx

xdxεπ
−−

−−=






−
+= ∫ loglog

2
11

2 00

λλ

a
ad
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−= log

0
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      (1-81)

これより単位長当たりの線間静電容量は

a
d
επ

a
ad
επ

a
ad

επ
V

C 00

0

log
≈−=−== λ

λλ

    (1-82)

ここで、近似は、ｄ≫a という条件からです。
　なお導線が地表近くにおるときは大地に対する静電
容量をもつので、これを考慮致しますと、式(1-82)は
変わってまいります。

1-6　div・ポアソン・ラプラスの方程式
　最初に行っておきますけれど、ここで div(ダイバー
ジェンスと読む) とかポアソンとかラプラスなどと
いった新しい言葉がいろいろでてきます。ということ
はここを読むのは大変か？と思われそうですが、それ
は違います。新しい言葉がいろいろでてくるというこ
とは、それだけ知識が増えるということです。「なんだ
かわかんね～」 と後ろ向きに考えず、「新しい知識が
どんどん増えてるぜ」 といった気持ちで行きましょう。
　いきなりでなんですが、divの説明をいたします。こ
れから divをどんなふうに使っていくかを先に行って
しまいますと
　　　　　　　　　divE
という形で使います。内容としては、

z
E

y
E

x
E

zyx
zyx

∂
∂+∂

∂
+∂

∂=






∂
∂+∂

∂+∂
∂= kjiEEdiv

となります。「何じゃこれ、gradと同じじゃないか。と

r

a
b

図1-31 同軸コンデンサ
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図 1-33 grad と div

図 1-34  ベクトルの沸きだしとは

いうことは、電界の傾きを表すのだな。」 と思われる
のが普通かと思います。そして 「それだったら gradE
とでもかけばいいじゃないか。」 と疑問に思われるで
しょう。確かに式のうえでは電界の傾きを表してお
り、それをそのままとっても間違いなさそうなのです
が、divの元々の意味を考えに入れておかないとgrad
と divが同じようなものととってしまう危険性があり
ます。grad、divのそれぞれの意味は "grad:傾き "
"div:発散" で意味のとらえ方は全然違いますし、grad
の後にくるものはポテンシャル、div の後にくるもの
はベクトルと、そんなところにも違いがあったりしま
す。それでは divの意味を説明してゆきます。
　そもそも電位と電界の強さというのは違うのです。
電位勾配が大きれば電界が強く、小さければ弱いとい
うのがgradV の意味するところです。そして電界Eは
ポテンシャルのような大きさのみではなく、方向を持
つベクトルなのです。
  図 1-33を見てください。divと gradを図的に表した
ものです。分かりやすくするため 2 次元で考えます。

gradはその点において微小距離 dsをとりその dsによ
り電位がどの程度変化したかを、ｘy方向に分けて表
したものでした。ところがdiv は微小な円周をとり、
その円に対し電気力線がどの程度で出入りしているの
かを表しているのです。このことを、ベクトル界で考
えてみます。ベクトル界として、図1-34 に示すよう
に河の流れを使ってみます。水の流れはこの図のよう
にベクトルを使って表すことができます。河の途中で
わき水があると、これはベクトルにすれば "ベクトル
が沸いてでた" ことになり、この沸きだし口において
divはある値を持つことになるのです。また、わき水が
なければベクトルの沸き出しもありませんからdivは 0
となります。このようにある(ｘ,y,ｚ)におけるdivを
とれば、その点においてベクトルが沸き出しているか
どうかを知ることができるのです。では、電界におい
てこの divはどういうふうに使われるのかを見てみる
ことにします。図1-35(a)を見てください。円周を、電
荷を囲むようにとった場合です。このとき全ての円周
上において電気力線はでていく方向ですのでdivEは何
かしらの値を持ちます。次に(b)を見てみましょう。こ

ds

xx

y

1V2V3V

この点のgradVは、微少な長さds

ものになります。

で、どれだけ電位が変化するかを、
x,y方向それぞれについて表した

ポテンシャルの世界の
傾き、山の等高線と斜
面の関係です。

xx

y

1V2V3V

dc2

dc1 微少円周

この点のdivEは、点の周り
の微少円周Cにおいて、電気
力線がどれだけ出入りして
いるか、その総数を表しま
す。

divEというのは
dc1における電気力線の出入り量
             +
dc2における電気力線の出入り量
             +
             ・
             ・

ここに湧き出しがある
（矢印が湧き出している)

湧き出しは無い

川の流れをベクトルで表したとき、涌き水が発生しているところが、ベクトルの湧き出しに相当する。

(ａ)沸きだしがある場合 (ｂ)沸きだしがない場合
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 図 1-35  場所による沸きだしベクトルの有無

の図では円周の場所場所によって電気力線が入るとこ
ろと出るところがあります。例えばば円周の微小部分
ds1 は電気力線が入ってきますし、ds2 は電気力線が出
ていっております。さて、電気力線は電界Ｅを表すベ
クトルみたいなものです。言い替えればＥというベク
トル界を、ひとつひとつのベクトルをひとつの連続し
た曲線にし、大きさを矢印の密度として一気に表した
ものですから、電界Ｅのベクトル分布と思ってよいで
しょう。こう考えますと、(b)は円周全体においてベク
トルの出入りは " 出ていく、入ってくる" でプラス
マイナス 0、すなわちマクロに見て、ベクトルの出入
りは無しと考えられます。(a)ではベクトルは出ていく
方向のみあるといえます。つまり、(a)では円周からベ
クトルがどんどん出ていくわけですから "沸きだしあ
りベクトル" そして(b)では " 沸きだしなしベクト
ル" といいます。式でいうと、

     a=Ediv   (　図(a)　)  (1-84)

 　  0div =E    (  図(b) )  (1-85)

となります。ところで式(1-48)でお目見えした微分演
算子∇を導入いたしますと、

      EE •∇=div 　　(1-86)

と表示することができます。これは

 Ekj(ikjiE •∇=++



∂
∂+∂

∂+∂
∂= )div zyx EEEzyx

         注) )) zyxzyx BBBAAA kj(ikj(iBA ++++=•

                 )zzyyxx BABABA kj(i ++=

という導きよりも明らかです。以上が  divEの意味
です。これで divが発散といわれている意味が分かっ
たのではないでしょうか。実際は空間で考えますの
で、以上の説明なら円周は球の表面積となります。そ
して微小円周 dsは微小面積 dSに置き換えて全く同様
の説明がつきます。

xx

y

Q

円周には、出て行く電気力線しかない

つまり、電気力線が湧き出している

xx

y

Q

円周には、電気力線が出ていくとこ
ろと、入ってくるところがある。
総計すると、出て行く・入ってくる
でプラマイ０となる。
つまり、湧き出しはない。

　div の意味がわかったところで、数学的なdiv の定
義を説明します(でもベクトルとしては電界Eを使う。
そのほうが一般的なベクトルＡを使うよりイメージが
つかみやすいと思いますので)。
　ベクトル界(この場合は電界)Eの一点において、

      dS
v SV
∫∆→∆
•

∆
= nEE 1div lim

0
　（1-87）

と表されるスカラ量をベクトルの発散といいます。n
は微小面積 dSの方線方向の単位ベクトルです。つま
り、E・nは面積 dSの方向に合わせていることです(こ
のあたり、どっかで見たような・・・と思う人は偉い！

θ

n
電気力線法線ベクトル

電荷Ｑを囲む面積Ｓ

Ｑ

Sの微少面積

S全体から出ていく電気力線の総数

dSN ∫ •=
S

nE

 図 1-34　ガウスの定理から

dS
v SV
∫∆→∆
•

∆
= nEE 1div lim

0
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実はちょっと前のガウスの定理でおんなじ図がでてい
ます。忘れてたら見直してみてください)。つまりdiv
はこの球をとてつもなく小さくしたときを考えていま
す。これはgrad において微小距離を限りなく 0に近
づけるというのと同じ考えです。
　さて、これまで∇・E(＝ divE)について説明してま
いりましたが、Eというのは gradを用いまして、

            Vgrad−=E
と表すことができました。ということは

　　 VVV 2graddiv ∇=∇•∇=•∇=•∇= EE  (1-88)

と表すことができます。∇2をラプラシアン(ラプラス
演算子)といい∇と∇の形式的なスカラ量で表されま
す。

　　 2
2

2
2

2
22

zyx ∂
∂+∂

∂+∂
∂=∇ 　　  (1-89)

　つぎにポアソンの方程式というのを述べましょう。
　ガウスの定理を今一度持ってきて

　　　 dVQd ρ
εε 00

S
SE 11 ∑∫ ==• 　(1-90)

この式より

　　　 VQd ∆==• ∑∫ ρ
εε 00

S
SE 11

　　　(1-91)

さらに変形して

      ρ
ε0

S
SE 11 =•

∆ ∫ d
V   (1-92)

となると左辺は単位体積あたり出ていく電気力線数の
数です。したがって

       ρ
ε0

1div =E 　　　　　 (1-93)

となります。またここでgrad と対応づけると

　　　　 Vgrad−=E 　( V−∇= )　 　(1-94)

　　　　 Ediv1

0

=ρ
ε 　　（ E•∇= ）　(1-95)

この二式より

　　 VV ∇•−∇=−∇•∇=•∇== )(div1

0

EEρ
ε

　　　 ρ
ε0

1−=∇•∇∴ V 　　　　(1-96)

なる式が出てきます。これをポアソンの方程式といい
ます。ポアソンの方程式により、電位 Vの分布がわか

りますと、これを微分して電界の強さがわかり、さら
に微分して電荷の空間分布が求められるのです。
　ポアソンの方程式において、空間に電荷が分布して
いない場合(つまり点電荷一個により作られる電界な
ど)、式(1-96)においてρ＝0、すなわち

　　 )0(0 2 =∇=∇•∇ VV 　　　(1-97)

となります。これをラプラスの方程式といいます。

1-7　電束
　今までは真空中についてのみを考えてきました。し
かしこれから真空中以外のことを考えますと、εが変
わるたびに電気力線の本数が変わって面倒です。εに
よらずなにか一般的な電気力線を表す方法はない
か・・・ということで、電束というものがでてきまし
た。　いま、電荷Qより電束が放射線上にでていくと
して、半径rの球面上にできる電束は、

　　　　　　 24 r
QD
π

=      (1-98)

となります。これからわかるように、電束の大きさは、
Q をその距離を半径とした球の面積で割ったもので、
単位面積あたりのQといったものです。このＤは大き
さだけで方向がありませんから

　　　　　 rr
Q rD 24π

=   　　　    (1-99)

として、方向をくっつけます。これが、εによらない
電束というものです。考えた方は、εはどうあれ、1
〔Ｃ〕の電荷から1 束の電束が出ているということで
す。

1-8　電界内に蓄えられるエネルギー
　図1-37のように両電極間が電荷Q、－Qを与えられ
電位差がV であったとすると仕事Ｗは
　　　　　　　　　⊿W＝⊿QV　　　　　　　　　　
　 　　　(1-100)

V

S

E

- Q
l

⊿ Q

+ Q

仕事Wは、⊿Qを
-QからQへ運ぶ
のに必要なエネ
ルギー

図1-37 電界内に蓄えられるエネルギー
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で表わされます。仕事というのは、⊿Qというのを－
QからQへ運ぶための仕事と考えればよいでしょう。
したがってＷは⊿Ｗを集める計算になります。

       ∫=
0

0

Q
dWW        　　　(1-101)

ここで式(1-100)の⊿Ｗ、⊿Qをそれぞれ微少ｄＷ、ｄ
Qと考えれば式(1-101)は

     ∫∫ == 00

0
0

0

QQ
ldQ

S
QdWW
ε     (1-102)

となります。式(1-100)に

        lElV
0ε
σ==       　　(1-103)

を代入して計算したのが式(1-102)です。結局式(1-
102)は

[ ] 00
0

0
2

0
0

0 2
1

2
1

2
1)1021( 00 VQQ

S
lQ

S
lQdQ

S
QQ

====− ∫ εεε

　　　　　　　　　   (1-104)
となり、エネルギーが求まります。では次に単位体積
あたりのエネルギーを求めてみましょう。単位体積あ
たりのエネルギーをωとし、電極間距離をl、両板面
積をＳとすれば

         Sl
W=ω 　　　　(1-105)

となります。ωをエネルギー密度ともいいます。式(1-
105)を変形していきますと

     ED
S

Q
l

V
Sl
QV

Sl
W

2
1

2
1

2
1 0000 ====ω   (1-106)

したがって

       ED
2
1=ω               (1-107)

といった式がでてきました。電界によって、エネル

  図 1-38　コンデンサに蓄えられるエネルギー

+

-- --

+ + +

i

電界という形でエネルギーを蓄える

+

-- --

+ + +

i

電界エネルギーを取り出す

+

-- --

+ + +

エネルギーを取り出さなければ
そのまま保持される

E

Y

Y'

-Q Q

a a

Y

-Q Q

a a

θE
r

Q

Y

Y' a

Qは、Y,Y'面の
右にのみ存在

図1-40  影像法により電界を求める

  図 1-39　無限平面と点電荷
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ギーを蓄えることができることは、コンデンサを例に
するとわかりやすいでしょう。

1-9　影像法
　ここでは影像法というものを説明いたします。影像
法とは何かを最初に述べますが、簡単に言えば、電荷
のそばに導体があった場合に、ある操作をすればその
導体をとっぱらうことができるというものです。かな
り後の話になりますが、接地アンテナが半分の長さで
良いという理由(イメージアンテナ)がここにありま
す。
さて、いままで電位や電界を計算するのに、空間内に
は電荷のみ、もしくは帯電した導体のみが存在した場
合を考えてまいりました。これからは、空間に電荷と
導体が混在する場合の電位や電界を計算してゆきま
す。そこに影像法が使われるのです。
　導体系における電界を求めるには、ラプラス、また
はポアソンの方程式を、与えられた境界条件のもとに
解くこちにより求められます。その境界条件とは、

　①　Y-Y' 面上の電界はY-Y' 面に垂直である。
　②　Y-Y' より右(または左)に点電荷Qのみが
     存在する。

　さて、境界条件を満足する方程式の解は必ず存在
し、唯一ひとつだけです　(解の一義性)。なお、この
方法は必ずしも容易ではありません。境界条件を乱さ
ないようにして、既知のものに直し解を得る。これが
影像法の考えです。
　図1-39のように無限に広い導体Y－Y' より aだけ
離れたところに点電荷Qがあるときのことを考えてみ
ましょう。
　境界条件を乱さないようにして既知のものに直しま
すと、図1-40のようになります。これは、Qと反対の
電荷－Qを、導体を取り外しY－Y'　よりQと逆方向
に aだけ話した場所においたものです。この－Qを影
像電荷といいます。
　では、図1-39 においてY－ Y' 上の中心よりy離れ
た場所の電界を求めてみましょう。

        2θcos
4 2

0

×=
r

QE
πε

ここで

           r
a=θcos

より

      3
0

2
0 4

22
4 r

aQ
r
a

r
QE

πεπε
=×=  (1-108)

　さて Y-Y' より右の電界は、この式で表現できます
が、Y－Y'　より左については同じようにしては求め
ることはできません。左の電界については不明である

y

ことに注意して下さい。
　次にQに働く力を計算してみましょう。おなじよう
に導体板Y－Y'　をとっぱらって、反対側に－Qのイ
メージをおいて考えればよく

      2
0

2

2
0 )2(4)2(4

)(
a

Q
a

QQF
πεπε

−=−=    (1-109)

この負号は吸引力を表わしております。このFによっ
て導体とQとの間に力が働くのです。
　さて図1-39 のように配置されたとき、導体板上に
電荷が誘導されます。その密度を求めますと

         
0

ρ
ε
−=E  (1-110)

となります。ここで更に式(1-121) より

         3
00 4

2ρ
r

aQE
πεε

=−=

 2/3223 )(4
2

4
2

ay
aQ

r
aQ

+
−=−=∴
ππ

ρ    (1-111)

この式より、同じyのところに同じ電荷密度、すなわ
ち電荷密度の同心円ができます。
　こうして、導体板と点電荷の場合により影像法をも
ちいて電界などを求めてみました。影像法をもちいる
ことにより、導体を取り除くことができ、それにより
各計算を行なうことができるということがわかったの
ではないでしょうか。

図1-41 平面導体に誘起する電荷

2/322 )(4
2

ay
aQ
+

−
π
の電荷密度

導体面
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